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W pracy przedstawiono zagadnienie zarzadzania portfelem obli-
gacji w warunkach ryzyka nieoczekiwanych zmian poziomu stop pro-
centowych oraz ryzyka zmian ksztalttu krzywej dochodowosci,
bedacej ilustracjg graficzng struktury terminowej rynkowych stop pro-
centowych spot. Podano opis matematyczny tzw. analizy czynnikowe;j
dynamiki zmian struktury terminowej, przedstawiono definicje czyn-
nikowego parametru duration oraz czynnikowej wypuktosci obligacji,
po czym zaprezentowano czynnikowy model immunizacji i optymali-
zacji rozpatrywanego portfela. Szczeg6lng uwage zwrdcono na moz-
liwos$¢ identyfikacji trzech nieskorelowanych czynnikéw wspdlnych:
czynnika poziomu, czynnika nachylenia oraz czynnika krzywizny.
Czynniki te odzwierciedlaja tacznie zmiang ksztaltu analizowanej
krzywej dochodowosci, podlegajacej losowym fluktuacjom z uply-
wem czasu biezacego. Model umozliwia wybor tych czynnikow, ktore
majg podlega¢ immunizacji oraz tych czynnikow, ze wzgledu na ktore
rozpatrywany portfel obligacji bedzie zarzadzany aktywnie.

Stowa kluczowe: analiza czynnikowa, struktura terminowa, ryzyko
stopy procentowej, portfel obligacji, immunizacja i optymalizacja.

1. Wprowadzenie”

Przedmiotem prowadzonych rozwazan jest wykorzystanie zaawansowanych
metod analizy stochastycznej do wyprowadzenia modelu czynnikowej immunizacji i
optymalizacji portfela obligacji. Za punkt wyjsciowy do dalszych rozwazan przyjeto
tzw. analize czynnikowa nieoczekiwanych zmian struktury terminowej rynkowych
stop procentowych spot, a nastgpnie - sformutowano model dynamiki zmian ziden-
tyfikowanych czynnikow wspolnych oddziatywujacych na tg strukture, okreslony w
postaci wektorowego stochastycznego rownania rézniczkowego. Wykorzystano w
tym celu Lemat /76 oraz wniosek z niego wyplywajacy. W rezultacie uzyskano - po
przeksztatceniach - model czynnikowy o postaci koncowej pokrywajacej si¢ ze

Skroécona wersja niniejszej pracy byta prezentowana na konferencji naukowej "Modelowa-
nie preferencji a ryzyko '2011", Ustron, 3-5 kwietnia, 2011 r.; tytul referatu: Immunizacja
i optymalizacja portfela obligacji — model czynnikowy, Studia Ekonomiczne UE w
Katowicach, Zeszyt 96, 2011, s. 29-55.




A. Jakubowski

znanym z literatury przedmiotu modelem, ktoérego wyprowadzenie nie byto (jak
dotad) publikowane. Dowiedziono réwniez, ze znany dotychczas model Fishera-
Weila kwantyfikacji ryzyka stép procentowych na rynku obligacji - jest szczego6l-
nym przypadkiem analizowanego w pracy modelu czynnikowego.

Rozwazane w pracy podejscie jest kontynuacjg wczesniejszych badan prowa-
dzonych w USA (Garbade, 1986, 1989; Litterman, Scheinkman, 1991) i w Danii
(Dahl, 1993). W szczegdlnosci, dotyczy to merytorycznego uzasadnienia zasadni-
czych koncepcji oraz formalnego wyprowadzenia podstawowych wzoréw prezento-
wanych (bez dowodow) w tych pracach. A przede wszystkim, interpretacji tych
zalezno$ci na gruncie metodologii nowoczesnej analizy stochastycznej. W tym tez
sensie, prezentowane w pracy wyniki sa — zdaniem autora — oryginalne.

Analizowany model immunizacji i optymalizacji portfela obligacji mozna za-
liczy¢ do klasy modeli semi-aktywnych. Uzasadnienie tego faktu jest nast¢pujace.
Ogolnie rzecz biorac, pod pojeciem immunizacji portfela obligacji rozumiemy takie
zaprojektowanie udzialow warto§ciowych poszczegélnych obligacji (o réznych
terminach wykupu) wchodzacych w sklad analizowanego portfela, aby warto$é
globalna tego portfela byta jak najmniej wrazliwa na nieoczekiwane zmiany rynko-
wych stop procentowych. Zagadnienie to rozpatruje si¢ przy zadanym horyzoncie
inwestycyjnym wynikajacym z terminu platnosci przyszlych zobowigzan finanso-
wych. W najprostszych modelach immunizacyjnych zaktada si¢, ze w przysztosci
wystepowac bedzie pojedyncze zobowigzanie. Natomiast w modelach bardziej zto-
zonych, podstawowym problemem jest dopasowanie wartos$ci biezgcej strumienia
przysztych dochodéw wynikajacych z faktu posiadania okreslonego portfela obliga-
cji (platnosci odsetkowe i wartosci nominalne) do wartosci biezacej strumienia przy-
sztych zobowiazan, rozpatrywanych w dyskretnych punktach czasowych.

Zadanie immunizacji nie ma na og6l jednoznacznego rozwigzania - istnieje
wiele (lub nieskonczenie wiele) portfeli umozliwiajacych dopasowanie przysztych
dochodéw do przysztych zobowigzan. Umozliwia to dodatkowo sformutowanie
pewnej funkcji celu - np. maksymalizacja zysku lub minimalizacja kosztu utworze-
nia okres§lonego portfela obligacji. Problematyka immunizacji sprowadza si¢ w roz-
patrywanym przypadku do zagadnienia optymalizacji, rozwigzywanego za pomocg
jednej z wielu technik programowania matematycznego. W zagadnieniu tym pro-
blem immunizacji portfela formutuje si¢ w postaci okreslonego zbioru ograniczen.

2. Struktura terminowa stép procentowych — zagadnienie wyceny obligacji

Zagadnienie immunizacji portfela obligacji wiaze si¢ $cisle z pojeciem struk-
tury terminowej stop procentowych. Struktura ta odzwierciedla funkcyjng zalezno$¢
wysokosci poszczegdlnych stop procentowych od termindéw zapadalnos$ci zobowig-
zan, dla ktorych te stopy si¢ rozpatruje. W analizowanym przypadku przyjmuje sig,
ze rynkowe stopy procentowe spot ry, dla poszczeg6élnych termindw ¢ =1, 2, 3,..., T,
s okreslone przez rentownosci do wykupu YTM (yield to maturity) obligacji czy-
sto-dyskontowych. Rentownosci te stanowia pewien "wzorzec", wedlug ktdrego
dokonuje si¢ wyceny wszystkich innych funkcjonujacych w danym sektorze rynku
finansowego obligacji wielokuponowych, jak tez i innych instrumentéow finanso-
wych.
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Oznaczajac: TS(7) - struktura terminowa w chwili biezacej 7 , mamy

TS(T):[rm(T),...,rO,(T),...,rOT(T)]. (1)

Graficznym zobrazowaniem struktury terminowej stop procentowych spot
jest tzw. krzywa dochodowosci. Krzywa ta, przedstawiajaca zalezno$¢ rentownosci
do wykupu YTM = ry, obligacji czysto-dyskontowych od terminéw wykupu tych
obligacji t = 1,..., T, moze mie¢ rozny ksztatt. Moze to by¢ krzywa rosngca, maleja-
ca, w przyblizeniu ptaska lub tukowata (hump-shaped). Ksztalt krzywej dochodo-
wosci zalezy od szeregu czynnikoéw zwigzanych z funkcjonowaniem analizowanego
rynku finansowego, biezacej sytuacji gospodarczej danego kraju, jak rowniez sekto-
ra rynku, dla ktérego krzywa ta jest identyfikowana (rynek obligacji i bonow skar-
bowych, rynek obligacji komunalnych, korporacyjnych, itp.). Ponadto, ksztalt tej
krzywej zmienia si¢ w czasie — co jest wlasnie zrodtem ryzyka stop procentowych.

Na Rys. 1 przedstawiono przebiegi krzywych dochodowosci skarbowych pa-
pierow dtuznych, ilustrujace stochastyczng dynamike¢ zmian struktury terminowej
stop procentowych spot dla rynku USA na przestrzeni ok. 25 lat; charakterystyki te
zdejmowano w odstgpach comiesi¢cznych od stycznia 1955 do grudnia 1979. Kaz-
dorazowo, rozpatrywano poziom stop procentowych r,, o terminach zapadalnosci —

od 1 roku do 10 lat.

Analizujac prezentowane wykresy, warto zwroci¢ uwage na nastepujace fak-
ty:
(i) Rozpatrywane krzywe dochodowosci na ogdt nie sg plaskie — o ile rozpa-
trujemy caly zakres zmiennosci terminow zapadalnosci.

(ii) Mozna zauwazy¢ Scisle dodatnig korelacj¢ pomigdzy zmiennosciag krotko-
terminowych stop procentowych spot — a zmiennos$cig stop dtugoterminowych; a
wigc wzrost stop krotkoterminowych powoduje (na ogol) wzrost stop dhugotermi-
nowych i odwrotnie.

(iii) Dynamika zmian (a wigc 1 wariancja) stop krotkoterminowych jest znacznie
wigksza w poréwnaniu z przypadkiem stdp dlugoterminowych. Mozna tu wigc mo-
wi¢ o wystgpowaniu pewnego wspolczynnika "ttumienia" zakresu zmiennosci stop
7o, Niwelujacego wahania tych stop — w miare, jak przesuwamy si¢ w kierunku stop
dtugoterminowych. Zjawisko duzej zmienno$ci stop krotkoterminowych thumaczy-
my silnym wplywem na te stopy okreslonych — zmiennych w czasie — decyzji banku
centralnego (lub w Polsce - Rady Polityki Pieni¢znej) co do poziomu stop reverse-
repo. Natomiast thumienie tej zmiennos$ci, jakie wystgpuje w odniesieniu do stop
dlugoterminowych — wyjasniane jest na gruncie tzw. teorii segmentacji rynku.

(iv) Analizowane przebiegi krzywych dochodowos$ci sa regularnymi przebie-
gami gladkimi; a wigc funkcje aproksymujace te przebiegi nie wykazuja zadnych
"pofalowan" czy tez uskokow. Thumaczone jest to z jednej strony — dziatalno$cia na
analizowanych rynkach arbitrazystow, spekulujacych na wartos$ciach stopy procen-
towej; a z drugiej strony — funkcjonowaniem na danym rynku tzw. teorii oczekiwan
(Haugen, 1996).
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Stopa procentowa spot (%)

Rys. 1. Ilustracja zmienno$ci struktury terminowej dla rynku w USA; okres: I 1955-XII 1979
(dane comiesigezne). Zrodto: Haugen (1996).

Na Rys. 2 przedstawiono - dla poréwnania - wykres dynamiki zmian struktury
terminowej stop procentowych, charakteryzujacej rynek finansowy w Polsce w
okresie III 1994 — XII 1996. Prezentowane przebiegi 34. krzywych dochodowosci
uzyskano na podstawie rentownosci do wykupu (YTM) bondéw skarbowych 13-52
tygodniowych oraz 2- i 5-letnich obligacji skarbowych o statym oprocentowaniu.

Jak wspomniano, krzywa dochodowosci stanowi pewien wzorzec stop procen-
towych spot ro, (¢ = 1,..., T), za pomoca ktorego mozna dokonywaé wyceny réoznych
papierow wartosciowych. Wyceny tej dokonuje si¢ poprzez dyskontowanie w czasie
(do chwili biezacej) przysztych wptywow pieni¢znych zwigzanych z rozpatrywanym
instrumentem finansowym. W szczeg6lno$ci, kazda obligacj¢ o staltym oprocento-
waniu, zwigzang z wyptatami w kolejnych latach ¢ =1,2,...,(T —1) odsetek C oraz

w roku 7 - odsetek C plus warto$¢ nominalna N - mozemy rozpatrywaé jako

sume obligacji czysto-dyskontowych. A zatem, warto$¢ biezaca P takiej obligacji
jest rowna

C C C N
= + — .t =+ -
L+ry (1+7y,) (I+r7)  (+ry)

(@)
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Czynnikowy model zarzgdzania portfelem obligacji

Wartos$¢ t¢ nazywa si¢ rowniez czgsto warto§ciag wewnetrzng obligacji (intrin-
sic value). Natomiast sam wzor (2) jest nazywany wzorem wyceny obligacji.
Struktura terminowa stép procentowych

40

35 1 kwiecien 94

rentownos¢

25 +

20 1

N

grudzien 96

0 1 2 3 4 5

termin (lata)

Rys. 2. Tlustracja zmiennosci struktury procentowej dla rynku w Polsce;
okres: III 1994 — XII 1996 (dane comiesigczne).
Zrodto: Kulikowski, Bury, Jakubowski (1996).

Okreslenie struktury terminowej stop procentowych przez rentownosci do
wykupu 7y,,7,,....7y obligacji czysto-dyskontowych ma zasadnicze znaczenie nie
tylko ze wzgledu na wycenge warto$ci obligacji. Znajac przebieg rozpatrywanej
krzywej dochodowosci, a takze dynamike¢ zmian tego przebiegu z uptywem czasu
biezacego, potrafimy oszacowa¢ wpltyw zmian rynkowych stéop procentowych na
warto$¢ rozpatrywanych obligacji, a tym samym na stop¢ zwrotu z dokonywanych
inwestycji.

Ze wzoru wyceny (2) wynika bowiem bezposrednio, ze nieoczekiwany
wzrost rynkowych stop procentowych spot 1), t=1,...,T, a wigc przesunigcie si¢
krzywej dochodowosci w gore — powoduje spadek wartosci biezacej P obligacji.
Natomiast spadek tych stop procentowych, a wiec ruch krzywej dochodowosci w
dot, powoduje wzrost warto$ci biezacej P. Istotne sa rowniez wszelkiego rodzaju
niespodziewane zmiany ksztaltu struktury terminowej stop procentowych, prowa-
dzace do zmiany nachylenia krzywej dochodowosci, pojawiania si¢ r6znego rodzaju
garbow, itp. Mowi si¢ w tym przypadku o tzw. ryzyku ksztattu analizowanej krzy-
wej (shape risk).

Na zakonczenie tych uwag nalezy podkresli¢, ze o ile znajomos¢ i umiejet-
no$¢ analizy losowej dynamiki zmian struktury terminowej stop procentowych jest
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niezmiernie istotna w przypadku wszelkiego rodzaju inwestycji na rynku finanso-
wym, o tyle na rynku obligacji — jest to sprawa o zasadniczym znaczeniu. Wynika to
wprost ze wzoru wyceny (2).

3. Kwantyfikacja ryzyka stopy procentowej — parametr "duration" obligacji

Z przeprowadzonych w poprzednim punkcie rozwazan wynika, ze warto$¢
biezaca (a wigc i skorelowana z nig cena rynkowa) obligacji moze podlegac ciaglym
oraz nieoczekiwanym fluktuacjom - ze wzgledu na zmiany obowiazujacych w da-
nym momencie rynkowych stop procentowych, za pomocg ktorych dyskontujemy w
czasie do chwili biezacej wszystkie przyszite wplywy pieni¢zne zwigzane z posiada-
niem obligacji. Czgsto trudne do przewidzenia zmiany rynkowych stop procento-
wych oraz wynikajace stad zmiany ceny obligacji (czy tez szerzej - instrumentOw
finansowych) sg zrédtem ryzyka stop procentowych. Ryzyko to wyraza si¢ tzw.
nieoczekiwang stopa zwrotu z inwestycji (unanticipated return), Elton, Gruber
(2003). W zwiazku z tym istotna jest - z punktu widzenia zaro6wno inwestora jak i
emitenta - wrazliwo$¢ (lub tez przeciwnie - odpornos¢) warto$ci rozpatrywanej
obligacji na zmiany rynkowych stop procentowych. Parametrami umozliwiajacymi
pomiar takiej wrazliwosci jest tzw. $redni czas trwania’ (duration) oraz wypuklosé
(convexity) obligacji.

W klasycznych modelach zarzadzania portfelem obligacji, w celu sformuto-
wania parametrow duration i wypukloSci przyjmuje si¢ szereg upraszczajacych
zatozen zaréwno co do ksztattu, jak i dynamiki zmian struktury terminowej stop
procentowych; por. Elton, Gruber (2003). Na przyktad, klasyczne definicje Macau-
laya parametru duration i wypuklo$ci obligacji zwigzane sa z przyjeciem silnie
ograniczajacego zatozenia, ze wszystkie rynkowe stopy procentowe spot ry, — jak
réwniez ich przyrosty dft,, - sa sobie rowne, niezaleznie od termindw zapadalnosci
zobowiazan, tj.

r, =r oraz dry, =dr, Vt=1,.T. 3)

Oznacza to, ze struktura terminowa stop procentowych wyrazona krzywa do-
chodowosci obligacji czysto-dyskontowych jest "plaska", przy czym zachodzi to dla
dowolnej chwili biezacej 7 =1,2,3,... . Z powyzszego zalozenia wynika bezposred-
nio, ze jezeli chodzi o zmiany rynkowej stopy procentowej » (w tym przypadku juz
tylko jednej) - to mozliwe sa jedynie réwnolegle przesunigcia w gore lub w dot
rozpatrywanej krzywej dochodowosci o warto$¢ dr .

Natomiast stosujac prezentowane w dalszej czes$ci tego punktu podejscie
Fishera, Weila (1971) zaktadamy, ze krzywa dochodowosci, bedaca reprezentacja

" Dla okre§lenia parametru duration obligacji bedziemy konsekwentnie stosowali nazwe w

jezyku angielskim. W literaturze polskiej parametr ten bywa réwniez nazywany "$rednim
czasem trwania" obligacji. Przy czegstym stosowaniu tego terminu jest to jednak bardzo
niewygodne.

Z kolei stosowanie skrotu "czas trwania" obligacji jest mylace; mamy bowiem réwniez:
"termin do wykupu", czyli time to maturity. Natomiast, stosowany tez termin "duracja" —
jest zdaniem autora nie do zaakceptowania.
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graficzng struktury terminowej 7S stop procentowych — moze mie¢ dowolny
ksztalt. Natomiast ograniczajacym (i to w znacznym stopniu) zalozeniem jest
przyjecie, ze w dalszym ciagu mozliwe sa wylacznie rownolegle przesunigcia tej
krzywej, tj.

n#..EN £ #EV,  Oraz dr, =dr, ve=1,..,T, @)

gdzie przez r, oznaczono (dla uproszczenia zapisu) stopy procentowe spot 7, .

Dla analizowanego rynku zaktadamy rowniez, ze obowiazuje ciagta kapitali-
zacja odsetek. Wzor (2) okreslajacy warto$¢ biezaca obligacji przybiera wowczas
postac:

T
P=P(r)=P(r,....1;s....ry) = Y C exp(-r, 1), (5)

1=1
gdzie C,=C dla ¢t=1,...,T-1oraz C, =C+N.

Mozna tatwo zauwazy¢, ze w rozpatrywanym przypadku, tzw. czynnik dyskontujacy
(1+ 7)™ zostal — dla ciaglej kapitalizacji odsetek — zastgpiony czynnikiem dyskon-
tujacym exp(—7,t).

Dokonujac oszacowania przyrostu dP funkcji (5) za pomoca dwoch pierw-
szych czlonow szeregu Taylora, mamy

T T 2
dP=P(r+dr)—P(r):Z§_Pdrt+%z 2 P ) =
t=1 OF,

t

=1 O

(6)

T

—i (tCte_r’l)drt +%Z(tzcte_r’t )(ahf,)2 .

t=1 t=1

Dzielac obie strony powyzszego wzoru przez P oraz biorgc pod uwage
zatozenie (4), tj. dr, =dr (t=1,...,T), otrzymamy

dP I —-nt 1 a 2 -t 2
= >tCe /P dr+§ DPC e /P |(dr)?. )

t=1 t=1

Wyrazenie w nawiasie okraglym pierwszego cztonu powyzszej zaleznos$ci definiu-
jemy jako duration Fishera-Weila Dy obligacji; natomiast wyrazenie w nawiasie
okraglym drugiego cztonu pomnozone przez 1/2 okresla wypukto$é V., .

i Nalezy podkreslic, ze ze wzgledu na wypukto$¢ funkcji P(r) przyblizenie zmiany
dP=P(r+dr)-P(r) tej funkcji za pomoca dwoch pierwszych cztonéw rozwiniecia Taylora
jest w praktyce wystarczajaco doktadne. Tak wigc btad tego przyblizenia, determinowany
reszta Lagrange'a jest znikomy.
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Definiujac dodatkowo wspotczynnik wagowy

A,
x,=Ce ""/P, ve=1,...,T, mamy zatem

A T o T A 1 T —t 1 T )
ARG e P Y st Vo 223 PCETP=L Y s )
t=1 t=1 t=1 t=1

Ponadto, z (7) i (8) mamy nast¢pujacy wzor na oszacowanie nieoczekiwanej
stopy zwrotu z obligacji, wywotanej losowym, roéwnoleglym przesunigciem krzywe;j
dochodowosci (o dowolnym ksztalcie):

cjf:—DFdervLVFWx(dr) 9)

Poprzez bezposrednie rézniczkowanie funkcji (5) mozna tatwo sprawdzi¢, ze wy-
prowadzone powyzej zaleznosci (8) sa rdwnowazne nastgpujacym definicjom para-
metréw Dgy, 1 Vi

L oP 1 1 &L o’p i
Dpy ==2,———> Viw == 2 b
o or, P 2 5 or,

(10)

Warto podkresli¢, ze przedstawiony powyzej model Fishera-Weila kwantyfi-
kacji ryzyka zmiennos$ci stop procentowych za pomoca parametrow duration Dy, 1

wypuktosci V., obligacji zostal sformulowany przy znacznie bardziej ograniczaja-

cych zatozeniach (4) — w poréwnaniu z rozpatrywanym w nastepnym punkcie mo-
delem czynnikowym dynamiki zmian krzywej dochodowosci. Tak wigec zdaniem
autora — model ten ma w chwili obecnej znaczenie wylgcznie "historyczne".

. Analiza czynnikowa dynamiki zmian struktury terminowej stop procentowych

Jednym z nowszych podej$¢ stosowanych w analizie dynamiki zmian struktu-
ry terminowej stop procentowych sa tzw. modele czynnikowe, w ktorych wykorzy-
stuje si¢ elementy znanej na gruncie statystycznej analizy wielowymiarowej - teorii
analizy czynnikowej (Factor Analysis); Harman (1967). Modele te sa najbardziej
ogolne w tym sensie, ze w stosunku do dynamiki zmian stop procentowych spot ry,, ¢
=1,...,T, nie wprowadza si¢ zadnych zatozen upraszczajacych, jak to bylo w przy-
padku podejs¢ klasycznych, rozpatrywanych m.in. w pracach Fishera, Weila (1971),
Bierwaga (1987), Eltona, Grubera (2003), czy tez Fabozziego (2006). W zamian za
to stawia si¢ hipoteze, ze zmiany stép procentowych 7y, dla kolejnych chwil =1, 2,
3,..., sa generowane przez kombinacj¢ liniowa pewnej zadanej liczby nieskorelowa-
nych czynnikow wspdlnych (common factors) oraz czynnikow swoistych (unique
factors), traktowanych jako zmienne resztowe modelu. Nalezy przy tym doda¢, ze
analizowane czynniki wspolne nie zawsze maja okreslong interpretacj¢ ekonomicz-
ng lub jakakolwiek inng; jest to niekiedy mozliwe dopiero po przeprowadzeniu tzw.
rotacji ortogonalnych przestrzeni czynnikowej. Czynniki te stanowig pewien zbior
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"ukrytych" zmiennych, o ktorych zaktada sig, ze sg one zrédtem okreslonych korela-
cji pomigdzy uktadem zmiennych pierwotnych, opisujacych dany system.

Z powyzszego wynika, ze pomimo "zewnetrznego" podobienstwa odno$nych
modeli matematycznych, analizowanych czynnikéw wspolnych nie nalezy w zad-
nym przypadku utozsamia¢ ze zmiennymi egzogenicznymi rozpatrywanymi po-
wszechnie w klasycznej analizie regresyjnej. Analiza regresyjna 1 analiza
czynnikowa to dwie istotnie r6zne metody, u ktorych podstaw stoja rézne zalozenia
i przed ktérymi postawiono rézne cele. Celem analizy czynnikowej jest zastapienie
zbioru duzej liczby wzajemnie skorelowanych zmiennych, mata liczba ortogonal-
nych (a wigc nieskorelowanych) czynnikow, ktore w mozliwie maksymalny sposob
przyblizylyby zasoby informacji reprezentowanej przez zmienne wyjsciowe. Tak
wigc ortogonalizacja i znaczne zmniejszenie wymiarowosci zagadnienia - to dwa
cele, jakie postawiono przed analiza czynnikowa.

W modelu czynnikowym obligacji, wyznaczajacym zalezno$¢ niespodziewa-
nej stopy zwrotu od ryzyka stdop procentowych, w miejsce klasycznych definicji
Macaulaya czy tez Fishera-Weila parametrow duration i wypuktosci obligacji -
wprowadza si¢ tzw. czynnikowe duration (factor duration) i czynnikowa wypuktosé
(factor convexity). Nastepnie, analize niespodziewanych zmian stopy zwrotu portfe-
la obligacji, spowodowanych zmianami dr, (¢ = 1,...,7) rynkowych stép procento-
wych, zastgpuje si¢ analizg tych zmian ze wzgledu na zmiany czynnikow wspolnych
Fr(f=1,...,m). Czynniki te, jako wielkosci wspolne dla stop procentowych ry, nie
zalezg od terminéw zapadalno$ci ¢ = 1,...,T; zaleza one jedynie od czasu biezacego 7
=1,2,3,... .W zwiazku z tym, nie s3 w rozpatrywanym przypadku potrzebne do-
datkowe, upraszczajace zalozenia o ksztalcie i dynamice zmian krzywej dochodo-
wosci (np. przesunigcia tylko rownolegle), bedace podstawa do definiowania, oraz
ewentualnej modyfikacji, klasycznych parametréw duration 1 wypuktosci.

Otrzymane w ten sposob czynnikowe modele immunizacji nabieraja ostatnio
coraz wigkszego znaczenia dla teorii i praktyki zarzadzania portfelami obligacji;
moga one réwniez stanowi¢ podstawe do tworzenia komercyjnych pakietow kompu-
terowego wspomagania decyzji w tej dziedzinie. Jak wspomnielismy, pierwsze
prace z tego zakresu zostaly opublikowane przez Garbade'a (1986, 1989), Litterma-
na, Scheinkmana (1991) oraz Dahla (1993). Dotyczyly one czynnikowej analizy
struktury terminowej stop procentowych oraz konstruowania portfeli immunizacyj-
nych dla rynkow obligacji w USA i w Danii. W Polsce, wspotautorem pierwszych
publikacji z tej dziedziny jest autor niniejszej pracy; Kulikowski, Bury, Jakubowski
(1995, 1996); por. tez Trzpiot (2009).

Ponizej - oraz w nastgpnych punktach - przedstawimy podstawy teoretyczne
rozpatrywanego podejscia. W cytowanych publikacjach zagranicznych podstawy te
sa podane tylko w bardzo ogdlnym zarysie i czg¢sto bez uzasadnienia wprowadza-
nych wzordéw i zalezno$ci. Dlatego, w niniejszej pracy podano niezalezne - od ist-
niejacych, fragmentarycznych publikacji z tego zakresu - wyprowadzenie od
podstaw analizowanych modeli czynnikowych immunizacji i optymalizacji portfeli
obligacji oraz przeprowadzono dyskusje tych modeli. Ponadto, w Dodatku D.1 —
przedstawiono opis procedur numerycznych niezbednych dla implementacji prezen-
towanego modelu w praktyce, w postaci odnosnych pakietow komputerowych.
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Oznaczymy: X=[r,, ]« - mMacierz obserwacji stop procentowych
r, (t=1,...,T), dla kolejnych chwil 7 =1,2,3,...,M .

Rynkowe stopy procentowe spot r, (t=1,...,T) traktujemy jako zmienne losowe,
przy czym zakladamy, ze dysponujemy macierza obserwacji X tych zmiennych
utworzong w ten sposdb, ze t¢-ta kolumna tej macierzy przedstawia realizacje
zmiennej losowej r, w kolejnych chwilach 7 =1,...,M . Kolejne wiersze tej macie-

rzy okreslone sg wiec przez wektory wierszowe
TS(2) =[1()seees Ty (T)se e s i (D)] = [ForevesFopseeesTor ]

reprezentujace zmienno$¢ struktury terminowej stop procentowych 7S z uptywem
czasu biezacego 7 (por. Tabela 1).

Tabela 1. Posta¢ macierzy obserwacji X =[r,,] o wymiarze (M xT)

n 7 rr
TS(TZI) " n, nr
TS(T=2) 23 oy r
TS(T) T v, Vor
TS(r = M) "1 Pase mr
h 7 r
0 o; Or

W ostatnich dwu wierszach Tabeli 1 podano estymatory warto$ci oczekiwanych 7,

oraz odchylen standardowych o, zmiennych 7, .

Na podstawie wartosci poszczegolnych kolumn macierzy obserwacji X mozemy
réwniez wyznaczy¢ estymatory wspotczynnikow kowariancji o,, oraz wspotczyn-
nikow korelacji p,, pomigdzy stopami procentowymi r, oraz r, (¢,/=1,...,T).
Wspoélczynniki te tworzg odpowiednio - macierz kowariancji R oraz macierz kore-
lacji Q o wymiarach (7 xT) ; postacie tych macierzy przedstawiono w Tabeli 2. Sa
to oczywiscie macierze symetryczne oraz dodatnio okre$lone (z zatozenia).
Wyznaczona na podstawie obserwacji macierz kowariancji R (lub - w alter-
natywnym sformutowaniu problemu - macierz korelacji Q ) ma zasadnicze znacze-

nie dla prezentowanej metody analizy czynnikowej; stanowi ona bowiem punkt
wyjsciowy do dalszych rozwazan.
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Tabela 2. Macierze wspotczynnikow kowariancji R i korelacji Q pomigdzy
zmiennymi r,, , (t,/=1,....,T)

ol O ... O 1 py e Py
R- Oy 0'22 eee Oyp o- ,0'21 1 p'2T an
2 U |
111 Or2 Or | LPr1 Pr2 ]

W modelu czynnikowym stopy procentowe spot przedstawimy w postaci na-
stepujacej kombinacji liniowej ortogonalnych czynnikéw wspoélnych oraz czynni-
koéw swoistych:

r,=1+a,F +...+a,fFf+a,mFm +a, &, (12)
lub tez - zapisujac to bardziej skrétowo
r=h+Ya,F +ae, ve=1,..,T, (13)
/=1

gdzie F, - czynniki wspolne (f =1,...,m), & - czynniki swoiste (¢ =1,...,T),
a,, - tadunek czynnika wspélnego F, w zmiennej 7, (common factor loading),

a, - tadunek czynnika swoistego w zmiennej 7, (unique factor loading).
W modelu czynnikowym (13) przyjmujemy nastgpujace zatozenia:
(i) Liczba m czynnikow wspolnych jest z gory zadana; przy czym m << T .
W praktyce (jak to przedstawimy w dalszej czesci artykutu), m =3 -4 ;
natomiast 7' =20-30.
(i) Czynniki wspolne F, (f =1,...,m) sa wystandaryzowanymi zmiennymi
losowymi; tj. f =0, var(F,;)=1. Czynniki te s3 wzajemnie nieskorelowane, t.
pPF L E)=0,V fok=1,...m (f#k), (14)
gdzie przez p(.,.) oznaczono wspotczynnik korelacji pomigdzy zmiennymi. Po-
nadto, czynniki wspdlne F, oraz czynniki swoiste &, sa rOwniez wzajemnie niesko-
relowane, czyli  p(F,,6,)=0; vVf=1,..m t=1,..,T. (15)
(iii) Czynniki swoiste ¢, (t=1,...,T) sa wystandaryzowanymi zmiennymi lo-
sowymi; tj. & =0, var(g,)=1. Czynniki te sa wzajemnie nieskorelowane, czyli
p(e,e)=0, Ve, I=1,..,T (t#]). (16)

Z przedstawionych powyzej zatozen wynika, ze kazdy czynnik wspolny F

(f =1..,m) ma te same wartosci dla wszystkich zmiennych 7, . Z kolei tadunki
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czynnikow wspolnych «,, (t=1...T;f =1,..,m) sa wielkoSciami specyficznymi
dla kazdej ze zmiennych 7, w tym sensie, ze reprezentuja one wrazliwo$¢ zmiany
zmiennej 7, ze wzglgdu na zmiang czynnika wspolnego ;. A doktadniej, bezpo-
$rednio z postaci modelu czynnikowego (13) oraz z zalozen (14)-(16) mozna wyka-
za¢, ze tadunki czynnikowe ¢, sa rowne wspotczynnikom kowariancji migdzy
zmiennymi 7, a czynnikami wspdlnymi F,; 4. a,, = Cov(r,,F,); Jakubowski
(2009).

Tak wigc fadunek czynnikowy «,, jest wiclkoscia o dowolnym znaku, ).
a,; € (-,+00). Ponadto, biorgc pod uwagg, ze czynnik wspolny F, jest zmienng

wystandaryzowana, wspotczynnik korelacji pomigdzy zmiennymi 7, i F, wynosi

p(r, Fr)=a, /o, e[-1,+1], vVe=1,..,T; f=1,...m. (17)

Z kolei kazdy czynnik swoisty &, jest wylacznym atrybutem odpowiadajacej
mu zmiennej 7, (¢=1,...,7). Gdyby bylo inaczej, to czynnik ten naleZaloby po
prostu rozpatrywac jako jeden z czynnikéw wspolnych F. ; stad bardzo wazne jest
zalozenie, ze czynniki swoiste s3 wzajemnie nieskorelowane tj. p(g,,&,)=0. Wy-
nika stad bowiem bezposrednio, ze czynnik swoisty &, zmiennej #, jest nieskorelo-

wany z pozostatymi zmiennymi 7, tj.
p(r,e)=0; VI6t=1,.,T; [#t. (18)

Czynnik swoisty &, mozemy wigc interpretowac jako tzw. ryzyko specyficzne obli-
gacji czysto-dyskontowej o okresie do wykupu ¢ oraz rentownosci r, (¢ =1,..,7).
Natomiast kazdy z czynnikow wspolnych F, (f =1,...,m) reprezentuje sobg "jeden
rodzaj" ryzyka, ktore jest wspolne dla wszystkich rozpatrywanych obligacji.

Z postaci modelu czynnikowego (13) oraz z zatozenia (15) mozna tatwo wy-
kaza¢, ze tadunek o, czynnika swoistego &, jest liczbowo réwny wspotczynnikowi
kowariancji pomigdzy czynnikiem &, a zmienna r,; tj. a, = Cov(r,, &,) . Jakkol-
wiek, z teoretycznego punktu widzenia tadunek o, - jako wspotczynnik kowariancji
- moglby by¢ wielkoscig o dowolnym znaku, w dalszych rozwazaniach dodatkowo
zalozymy, ze przyjmuje on wartoSci wylacznie nieujemne; tj. o, €[0,+ )
(t=1,..,T). Jest to zreszta zgodne z podang powyzej interpretacjg. Ponadto, z faktu,
ze czynniki swoiste s3 zmiennymi wystandaryzowanymi wynika, ze wspotczynnik
korelacji pomigdzy zmiennymi 7, 1 &, wyraza si¢ wzorem

p(r,&)=a,lo,€[0,+1], ve=1,..,T. (19)
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Podsumowujac przedstawiony powyzej tok rozumowania mozna stwierdzic,
ze metoda analizy czynnikowej wiaze si¢ z zalozeniem liniowej reprezentacji zbioru
wzajemnie skorelowanych zmiennych r, - zbiorem zadanej liczby nieskorelowa-

nych migdzy sobg (ukrytych) czynnikow wspdlnych F, oraz czynnikow swoistych
&,, przy czym przyjmuje si¢, ze owe "hipotetyczne" czynniki wspolne sa wlasnie
zrodtem korelacji migdzy zmiennymi 7, (¢ =1,...,T).

Rownanie modelu czynnikowego (13) zapisane dla kolejnych dyskretnych
chwil 7 =1,...,M , ma nastgpujaca postac:

ry=h+ya F+a e, t=1L.,M; t=1..T. (20)
f=1

W réwnaniu tym, 7,,,

F,, oraz &, oznaczaja realizacje (dla 7 =1,...,M ) zmien-
nych losowych 7,, F, oraz &, . Jak mozna zauwazy¢, wartosci tadunkow czynni-
kowych a,, oraz a, nie zaleza od czasu biezacego 7 =1,...,M ; oznacza to, ze

warto$ci tadunkow czynnikowych sa stalym atrybutem rozpatrywanego modelu (co
jest niezmiernie istotne z punktu widzenia dalszych rozwazan). Natomiast same
warto$ci czynnikow wspolnych i czynnikow swoistych zmieniaja si¢ oczywiscie z
uptywem czasu biezacego 7 .

Zadaniem analizy czynnikowej jest wyznaczenie na podstawie zadanej macie-
rzy obserwacji X - oraz przy zatozeniu liniowego modelu (13) - kolejno nastgpuja-
cych wielkosci:

= macierzy kowariancji R zmiennych #,, ¢t =1,....T;tj. R=[0,, I;nr > 21

= fadunkow czynnikow wspdlnych «,, (1 =1,...T; f =1,..,m); fadunki te two-

123 tzw. macierz "zmienna-czynnik" o postaci A =[] (22)

Txm >

= ladunkoéw czynnikow swoistych o, (¢ =1,...,T); tadunki te tworza macierz dia-

gonalng A; o wymiarze TxT , tj. A, = Diag(c)r«r, (23)

= wartosci czynnikow wspolnych F, , (z =1,..,M; f =1,...,m) bedacych realiza-
cjami zmiennych losowych F, w chwilach 7 =1,...,M; wartosci te tworza ma-

cierz czynnikow wspolnych o postaci F =[F, ]/, » (24)

= warto$ci czynnikéw swoistych ¢, (r=1,...,M;¢t=1,.,T); wartoSci te tworza

macierz czynnikow swoistych o postaci E =[g,,],/.s - (25)

Dodatkowo, na poczatkowym etapie analizy czynnikowej, wyznaczamy row-
niez macierz korelacji Q =[ p,; 1y, pomiedzy zmiennymi r,, cho¢ nie jest to bez-

posrednio niezbedne dla identyfikacji modelu czynnikowego (13) (w omawianym
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wariancie metody). Macierz ta jest natomiast pomocna dla celow interpretacji
otrzymanych wynikow.

Tak wigc etapem koncowym omawianej procedury jest ekstrakcja wartosci
liczbowych (tj. przebiegow czasowych) "ukrytych" czynnikow wspolnych F,(7)
(f =1,...,m) iczynnikéw swoistych &, (7) (¢ =1....,T). Dokonuje si¢ tego na pod-
stawie wyjSciowe] macierzy obserwacji X oraz przedstawionego powyzej catego
ciggu dosy¢ rygorystycznych zatozen co do analizowanego modelu. W tym tez sen-

sie, prezentowany model czynnikowy mozna zaliczy¢ do klasy statystycznych mo-
deli "uczacych sie"; por. Koronacki, Cwik (2005).

Procedur¢ numerycznego rozwiagzywania przedstawionego powyzej zadania
analizy czynnikowej, prowadzaca do identyfikacji modelu (13) przedstawiono w
Dodatku D.1.

5. Czynnikowe parametry ryzyka stopy procentowej

W poprzednim punkcie przedstawiliSmy poszczegdlne etapy identyfikacji
modelu czynnikowego (13) rynkowych stop procentowych spot r,, okre§lanych dla

kolejnych dyskretnych punktow czasowych 7 =1,2,3,..., na podstawie rentownos$ci
do wykupu (YTM) obligacji czysto-dyskontowych o okresach do wykupu ¢ =1,...,T .
Model ten miat postac

rt=7z+zaszf+068,, Vi=1,...T. (26)
f=1

Proces identyfikacji modelu polegat w rozpatrywanym przypadku nie tylko
na okresleniu wspotczynnikdéw a; o, modelu, ale roOwniez na wyznaczeniu warto$ci
czynnikow wspolnych F(7) (tj. macierzy F danej wzorem (24)) oraz czynnikow
swoistych &(7) (tj. macierzy E o postaci (25)). Jak juz wspomnielismy, zdecydowa-
nie wyrdznia to powyzsze podejScie od metodologii analizy regresyjnej, w przypad-
ku ktorej przedmiotem identyfikacji sa tylko wspotczynniki ¢, (oraz ewentualnie
a;) modelu liniowego, natomiast Fr (f = 1,...,m) traktowane s3 jako egzogeniczne
zmienne wejSciowe o okreslonej interpretacji ekonomicznej oraz o warto$ciach
znanych bezposrednio z przesztych obserwacji. Zauwazmy, ze w przypadku modelu
czynnikowego, warto$ci "ukrytych" zmiennych F( ) wyznacza si¢ dopiero na etapie
koncowym konstrukcji modelu.

W dalszych rozwazaniach zalozymy (podobnie jak w prezentowanym po-
przednio modelu Fishera-Weila) ciagla kapitalizacj¢ odsetek. Wowczas, warto§¢
biezaca obligacji wielokuponowej, jako funkcja stop procentowych spot 7,

(t=1,..,T) - wyraza si¢ wzorem

P=P(r)=P(rl,...,r,,...,rT)ziC,exp(—rtt). 27

t=1
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Podstawowa idea omawianej dalej metody czynnikowej immunizacji zawiera
si¢ w nastgpujacym spostrzezeniu: z wyprowadzonego modelu czynnikowego (26)
wynika, ze zamiast rozpatrywa¢ zmiany dP wartosci obligacji danej wzorem (27)
ze wzgledu na zmiany dr,, mozemy analizowa¢ analogiczne zmiany dP ze wzgledu
na zmiany dF, (f =1,..,m) czynnikow wspolnych dla wszystkich stop procento-
wych r, (t=1..,T). Ze wzoréw (26) i (27) wynika bowiem, ze warto$¢ biezaca P
obligacji mozemy traktowa¢ jako pewna zlozong funkcje wektora czynnikow
wspolnych F =[F,....F,], 1.

P=P(F)=P(F,....F,). (28)

Zauwazmy, ze funkcja P(F) jest ciagta wraz z wszystkimi pochodnymi czastkowymi
dowolnego rzedu. Z formalnego punktu widzenia, funkcj¢ t¢ mozemy wigc trakto-
wac jako pewne gladkie odwzorowanie wektora czynnikow wspdélnych F w prze-

strzen R'.

Dynamike nieoczekiwanych losowych zmian wzajemnie nieskorelowanych
czynnikow wspdlnych Fi(7),...,F,,(r) z uptywem czasu biezacego 7, wywoluja-
cych okreslong zmiang ksztaltu struktury terminowej 7.S(z) - mozna modelowaé¢ w

postaci nastepujacego stochastycznego rownania rozniczkowego 10 :
A (r)=u,dr + o, dW,(7), Y f=1,.,m, (29)

gdzie u, - wspotczynnik dryfu (drifi), o, - wspdtezynnik zmiennosci (volatility),
przy czym u,, o, sa danymi statymi; za§ W, (7) to standardowy proces stocha-

styczny Wienera, tj. proces gaussowski o przyrostach niezaleznych i parametrach
W, ~ N©,7).

Ponadto zakladamy, ze procesy Wienera W, (7), W(z) (f;1=1,...,m; f# 1) sa

wzajemnie niezalezne. Z formalnego punktu widzenia, rownanie (29) okresla wigc
rézniczke stochastyczna dF(r) wektorowego procesu F=[F,...,F, ] o nieskore-

> m

lowanych wspotrzgdnych. Skorzystamy teraz z nastgpujacego lematu:

Lemat 1. Zalézmy, Ze rozniczka stochastyczna dF(r) wektora nieskorelowanych

czynnikow wspdlnych dana jest wzorem (29). Wowczas rézniczka stochastyczna
Ito warto$ci biezacej P(F) obligacji wyraza sie wzorem:

M QP 1 & o%P 5
dP(F)=dP(F,,...,F,)=Y ——dF, += Y ——(dF,)*. 30
(F)=dP(F, ) fZ:laFf f 2;:1552( ) (30)

Dowod - zawarty jest w Dodatku D.2.
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Zauwazmy, ze podany w powyzszym lemacie wzor (30) na rozniczke stocha-
styczna Ito wartosci biezacej dP(F)=dP(F,,...,F,) jest uogdlnieniem klasycz-
nego wzoru na rézniczke zupeing funkcji wielu zmiennych, rozpatrywanego w
przypadku deterministycznym. Roznica jest taka, ze w przypadku rozniczki stocha-
stycznej Ito wystepuje dodatkowo czlon zawierajacy pochodne drugiego rzedu.
Warto rowniez podkresli¢, ze w dalszych rozwazaniach dotyczacych zagadnienia
immunizacji portfela obligacji, nie bedziemy wigcej korzysta¢ z rdwnania stocha-
stycznego (29) ewolucji czasowej czynnikow wspolnych F, (f =1,...,m). Tak
wigc - dla naszych celow - nie zaistnieje konieczno$§¢ identyfikacji parametrow
dryfu u, oraz zmienno$ci o, co w praktyce mogloby by¢ dosy¢ ktopotliwe.

Dzielgc obie strony rownania (30) przez P , otrzymamy
dP oP 1 1 & |0°P 1
= — 31
ZLF P} 7 2;{ }( Fy)? (1)

We wzorze (31), wyrazenie wystgpujace w pierwszym nawiasie prostokatnym
(wzigte ze znakiem "-") definiujemy jako czynnikowe duration D, obligacji; nato-

miast wyrazenie w drugim nawiasie prostokgtnym (pomnozone przez 1/2) - okre-
Slamy jako czynnikowa wypuklos¢ V.. Mamy wige
A OP 1 al 6 P 1

pi_ 1 y 2 Vi=l...m. (32
I oF, P I 26Ff ! m. (2

A zatem, z (31) i (32) otrzymamy

dr L

- ->.D,dF, +Z V (dF,)?, (33)
f=1 f=1

gdzie wielko$¢ dP/P nazywamy niespodziewana stopa zwrotu z obligacji wywota-

ng nieoczekiwanymi zmianami dF, czynnikdw wspolnych (f =1,...,m).

W celu wyznaczenia parametrow duration D, oraz wypuklosci V', danych
zalezno$ciami (32), a tym samym obliczenia odno$nych pierwszych i drugich po-
chodnych funkcji P(F) danej wzorami (26) i (27), skorzystamy ze wzordw na po-
chodng funkcji ztozonej. Mamy zatem

oP & opP o, L L
_— =) — =-—> ta,,Ce """, 34
OF, & or, oF 21 G, 34

t=1

o’P 0 [ op ia P arf:iﬂoﬂca“ a35)
oF? o, \oF, | GarnloF, JoF, & VT
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Z (32), (34) i (35) otrzymamy wigc koncowa postaé wzorow na parametry
D,iV,:

é@PlT

D,=————=>Yta,Ce" /P, Vf=1,.,m, 36

y oF, P ; s Cie f m (36)
T

Vfél o P 1 _lztzaffcte*’ﬂ/P, Vf=1,..,m. 37)
2 OF, 2°3

Wyprowadzone powyzej wzory (33), (36) i (37) stanowia kompletny uktad
zaleznosci, za pomoca ktorych mozemy oszacowa¢ niespodziewana stope zwrotu
dP/P z obligacji wywotang nieoczekiwana zmiang struktury terminowej 7S stop

procentowych spot r,, przy zatozeniu, ze zmiany te s3 reprezentowane przez niesko-

relowane wahania dF, ( f =1,...,m) ortogonalnych czynnikow wspolnych.

Zauwazmy, ze wzory (36) i (37) na czynnikowe duration D, i czynnikowa
wypuktos¢ V; obligacji s3 bezposrednimi uogo6lnieniami analogicznych wzoréw (8)
definiujacych parametr duration Dy, i wypuktos¢ V), obligacji, w przypadku
rozpatrywanego wczesniej modelu Fishera-Weila, sformutowanego przy zatozeniu
wylacznie rownolegtych przesunie¢ dr krzywej dochodowosci. Z formalnego punk-
tu widzenia, wzory te r6znig si¢ tylko tym, ze w przypadku modelu czynnikowego
wystepuja w odno$nych zaleznos$ciach dodatkowo wspotczynniki (tj. tadunki czyn-
nikowe) a,. Rowniez wzor (33) okreslajacy niespodziewang stope zwrotu z obligacji
jest bezposrednim uogolnieniem analogicznego wzoru (9); poréwnanie obu modeli
zestawiono w Tabeli 3.

Tabela 3. Poréwnanie modelu Fishera-Weila i modelu czynnikowego

Model Fishera-Weila Model czynnikowy
dP
£:_DFWdr+VFW(dr)2 P :_sz dr; +ZVf(de)
=
Lop 1 . oPp 1 &
Dpp 2 -3 — — e /P= D& ——— ta,,C, e’ /P =
w ;6;’, P ; T oF, P ,Z; &
T T
:Zx,t =D, a4, X1, Vf=1..,m
t=1 t=1
1 & o°P 1 _ 1o°P 1 1¢&
View 2= — *Ce"IP= | V, A~ —==>Y1al Ce"/P=
w 2§arfp ; T 20F} P 2; .
1< 2 1& 2 o
== x,t =—Za,fx,t R Vfi=1...,m
2[71 2t:1
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Bardziej wnikliwa analiza pordéwnawcza powyzszych podej$¢ prowadzi jed-
nak do dalszych wnioskow. Przede wszystkim zauwazmy, ze wspotczynnik a; wy-
stepujacy m.in. we wzorze (36) okreslajacym parametr czynnikowego duration Dy
obligacji - moze by¢ dowolnego znaku. Tak wiec wplyw zmiany dFy czynnikow
wspolnych na niespodziewang stope zwrotu dP/P - modelowany za pomocg rowna-
nia (33) - ma o wiele bardziej ztozong natur¢, w pordwnaniu z analogicznym wpty-
wem nieoczekiwanego, rownoleglego przesunigcia dr krzywej dochodowosci,
rozpatrywanego w modelu Fishera-Weila za pomoca réwnania (9). W tym ostatnim
réwnaniu, parametr duration Dy, przybiera bowiem zawsze wartosci dodatnie.

Drugg istotng réznica pomi¢dzy modelem Fishera-Weila a modelem czynni-
kowym jest to, ze wprowadzenie definicji zarowno czynnikowego duration (36) jak i
czynnikowe]j wypuklosci (37) wiaze si¢ z przyjeciem po m parametrow Dyi V; dla
kazdej z rozpatrywanych obligacji wielokuponowych, poniewaz rozpatrujemy tacz-
ne oddziatywanie m czynnikow wspolnych F',. Natomiast w przypadku modelu

Fishera-Weila (jak tez i w przypadku innych podej$¢ klasycznych) dla kazdej obli-
gacji definiujemy tylko po jednym parametrze duration i wypuktosci. Jednak w
przypadku modelu czynnikowego nie powinno to by¢ zbyt ktopotliwe, poniewaz -
jak wykazujg dotychczasowe do$wiadczenia - w praktyce, na rozwinigtych rynkach
kapitatowych, wzigcie pod uwage m = 3+4 czynnikdw prowadzito do wyjasnienia
ok. 95% tzw. zasobow zmiennosci ogdlnej rynkowych stop procentowych spot r,
(t=1..T).

Rowniez w opracowanym m.in. przez autora niniejszej pracy modelu czynni-
kowym struktury terminowej stop procentowych charakteryzujacej rynek finansowy
w Polsce w okresie marzec 1994 — grudzien 1996 (dane comiesi¢czne) wyrdzniono
3 istotne czynniki wspolne. Czynniki te wyjasnialy tacznie az 99.93% zasoboéw
zmienno$ci ogdlnej analizowanych stdp procentowych; przy czym czynnik F; wyja-
$niat 98.3% zmiennosci, czynnik F; - 1.2%, a czynnik F3 - 0.5%; por. Kulikowski,
Bury, Jakubowski (1995, 1996).

Biorac dodatkowo pod uwagg fakt, ze na rynkach finansowych rozpatruje si¢
struktury terminowe stop procentowych dla terminéw zapadalnosci od 1 roku do 30
lat - a wigc w sumie dla 7 = 30 zmiennych 7, - otrzymana w wyniku modelu czyn-
nikowego redukcja liczby zmiennych objasniajacych (przy minimalnej stracie in-
formacji) - jest rzeczywiscie bardzo znaczaca. Wynika to zreszta z samej specyfiki
metody analizy czynnikowej, w ramach ktorej - jako punkt wyj$ciowy do rozwazan
rozpatrujemy na ogo6t silnie skorelowane stopy procentowe 7,. Zauwazmy, ze gdyby
wszystkie wspotczynniki korelacji p, pomig¢dzy analizowanymi zmiennymi 7, 7
(¢t,1=1,...,T; t #1) byly rowne jednosci - do analizy ukladu T tych zmiennych,
wystarczylby jeden czynnik wspolny F'.

W modelu czynnikowym opracowanym dla rynku amerykanskiego zidentyfi-
kowano m = 3 istotne czynniki wspolne (Litterman, Scheinkman, 1991):

= F - czynnik wptywajacy na ogolny poziom stép procentowych r;;
tzw. czynnik poziomu (level factor);
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= F, - czynnik wptywajacy na nachylenie krzywej dochodowosci,
tzw. czynnik nachylenia (steepness factor);
= Fj5 - czynnik wplywajacy na stopien zakrzywienia krzywej dochodowosci;
tzw. czynnik krzywizny (curvature factor).
W celu blizszego wyjasnienia takiej wlasnie interpretacji tych czynnikow,
wygodnie jest przedstawi¢ analizowany dla czynnikéw F, F;, i F; model czynniko-
wy (26) tak - jak to podano w Tabeli 4.

Tabela 4. Model czynnikowy dla trzech czynnikow wspolnych F|, F,, F,

n=n+a,F+a,F,+a,F+a¢

ry=r+oa,Fi+a,F,+asF+a,8,

r=r+a,F +a,F, +a,F, +a,s,

rp=rp +apFy+anFy+oanF+orer

Zauwazmy, ze gdy wszystkie ladunki czynnikowe (aq;,...0,...,07)
czynnika F; w zmiennych 7, (¢=1...,T) sa dodatnie - to wzrost lub spadek dF;
wartosci tego czynnika (przy pozostatych czynnikach nie zmienionych) bedzie po-
wodowat jednoczesny wzrost lub spadek poziomu wszystkich analizowanych stop
procentowych spot r,. Czynnik F; mozna wigc nazwac - czynnikiem poziomu.

Ponadto, gdy poczatkowe wartosci ciagu ladunkow czynnikowych
(3,09, ...Q4y »..., 07, ) stojacych przy czynniku F, s3 dodatnie, natomiast warto-
$ci koncowe tego ciggu sa ujemne (lub na odwrot) - to wzrost lub spadek dF, tego
czynnika (przy pozostatych czynnikach nie zmienionych) - bedzie powodowat
zmian¢ nachylenia analizowanej krzywej dochodowosci. Czynnik F), jest nazywany
w tym przypadku - czynnikiem nachylenia.

Natomiast, gdy skrajne wartosci ciagu tadunkow czynnikowych
(ay3,05 ... 04 ,...,0p5 ) stojacych przy czynniku F, sa tego samego znaku, za$
srodkowe wartosci tego ciggu sa znaku przeciwnego - to wzrost lub spadek dF;
czynnika F; (przy pozostatych czynnikach nie zmienionych) stanie si¢ przyczyna
okreslonego odksztatcenia krzywej dochodowosci w gore lub w dot. Czynnik F;
mozna wigc nazwacé w tym przypadku - czynnikiem krzywizny.

Catkowity ksztalt analizowanej krzywej dochodowosci wynika wigc z "linio-
wego" natozenia si¢ oddziatywan rozpatrywanych czynnikow wspoélnych, zgodnie z
modelem czynnikowym z Tabeli 4. Ilustracj¢ graficzna tych oddziatywan mozna
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sobie wyobrazi¢ tak, jak to przedstawiono na Rys. 3. W lewej czgséci tego rysunku
zilustrowano dynamiczne zmiany poczatkowo ptaskiej krzywej dochodowosci;
natomiast w prawej czgsci rysunku - przedstawiono analogiczne zmiany, przy zato-
zeniu, ze poczatkowy przebieg tej krzywej byt nieliniowy.

F, - czynnik poziomu

T=1
r, A 7, A 1
T=1,
T=14
A 4 T=1,
t t
F, - czynnik nachylenia
7, A . A
t t
F, - czynnik krzywizny
A A
" T~ "
V \@
t t

Rys. 3. Ilustracja oddziatywan czynnikow wspolnych F|, F, i F; na strukture
terminowa stop procentowych; 7 - czas biezacy.
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6. Czynnikowa immunizacja i optymalizacja portfela obligacji

Przedstawimy najpierw czynnikowy model immunizacji portfela obligacji ze
wzgledu na ryzyko nieoczekiwanych zmian struktury terminowej 7.S(z) rynkowych
stop procentowych spot r, (t =1,...,T) . Przyjmiemy, ze dla danego rynku finanso-

wego obowigzuje ciaggla kapitalizacja odsetek, krzywa dochodowo$ci moze mieé
dowolny ksztalt oraz dynamika zmian tej krzywej jest zadana modelem czynniko-
wym (26).

6.1. Warunki konieczne i1 dostateczne immunizacji

Naszym zadaniem bedzie konstrukcja takiego portfela P obligacji
O; (i=1,...,N), aby portfel ten zapewnial spetnienie przysztych zobowiazan stoja-
cych przed inwestorem — niezaleznie od nieoczekiwanych, losowych zmian struktu-
ry terminowej 7S(zr) stop procentowych, jakie moga wystapi¢ bezposrednio po
zakupie portfela P. Innymi stowy, portfel P obligacji powinien by¢ zimmunizowany
ze wzgledu na ryzyko stopy procentowe;.

Podstawa dalszych rozwazan bedzie zalozenie, ze przyszle zobowigzania
L, (k=1,...,K) stojace przed inwestorem mozemy potraktowa¢ jako istnienie
pewnej wirtualnej obligacji O, o strumieniu finansowym okreslonym przez ten
strumien zobowigzan. W przypadku pojedynczego przysztego zobowigzania owa
"obligacja" O, bedzie w powyzszym ujgciu obligacja czysto-dyskontowa o terminie
zapadalno$ci rownym terminowi zobowigzania. Z powyzszego wynika, ze formalnie
rzecz biorac, analogicznie jak dla rzeczywiscie istniejacych na danym rynku obliga-
cji (lub portfeli obligacji) — rowniez w stosunku do strumienia przysztych zobowia-
zan — mozemy definiowac takie wielkosci, jak warto$¢ biezaca czy tez parametry
duration i wypuktosci. Wielkosci te definiowane sa wedtug identycznych zaleznosci,
jak to miato miejsce w przypadku obligacji, tj. odpowiednio wedtug wzorow (27),
(36) 1 (37). Wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:

x; - liczba obligacji O, wportfeluP; x, >0, i=1,...,n,

F=[F,. . .F,,..F,] "' _ wektor nieskorelowanych czynnikow wspolnych,
P =P (n,...,1,...,ry) - warto$¢ biezaca obligacji O,, i=1,...,n,

P= z; x; P. - warto$¢ biezaca portfela P obligacji,

P, =P (n,...,7,,...,;) - warto$¢ biezaca strumienia zobowiazan,

Dy; - czynnikowe duration obligacji O, f=L..m,

D, - czynnikowe duration zobowigzania finansowego o, f=1...m,

Vi - czynnikowa wypuklo§¢ obligacji O;, f =1,...,m,
Vi - czynnikowa wypuklo$¢ zobowigzania finansowego O, , f=L,....,m.
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Biorac pod uwagg, ze dla danego rynku finansowego zidentyfikowano model
czynnikowy struktury terminowej stop procentowych spot r, (t =1,...,T) , z zalezno-

sci (26) 1 (27) wynika, ze zar6wno warto$ci biezace obligacji O, (i =1,...,N) jak i
warto$¢ biezacg strumienia zobowigzan O; mozemy traktowac jako zlozone, glad-
kie funkcje wektora czynnikéw wspolnych; tj. P. =P (F) oraz P, =P, (F). To
samo dotyczy wartosci netto W = W (F) portfela, ktorg definiujemy nastepujaco:

W(E) LW (F,.....F,) = P(F) - F,(F)= Y x,P(F) - P,(F).  (38)
i=1

Podstawowg ide¢ zagadnienia czynnikowej immunizacji portfela P mozemy
teraz wyrazi¢ nastepujaco. Warunkiem koniecznym wypeknienia zadania immuniza-
cji jest aby W (F) =0, tj. aby warto$¢ biezaca portfela obligacji byta rdwna wartosci
biezacej zobowigzan, czyli P =P, . Wowczas, o ile w zadanym horyzoncie czaso-

wym struktura terminowa stop procentowych si¢ nie zmieni, to wyznaczona dla tego
horyzontu warto$¢ przyszta FV analizowanego portfela P aktywow bedzie oczywi-

$cie rowna wartosci przysztej (FV), zobowiazaf, poniewaz obie (rdwne sobie)
warto$ci biezace P = P, beda kapitalizowane "w przod" wedtug tych samych ryn-

kowych stop procentowych spot r, (¢t =1,...,T).

Natomiast warunkiem koniecznym i jednoczes$nie dostatecznym wypelnienia
analizowanego zadania immunizacji jest, aby oprocz warunku "wstgpnego" dopaso-
wania wartosci biezacych aktywow i zobowiagzan (tj. W(F) = 0) — zachodzito réw-
niez W(F+dF)=0, przy czym ma to nastgpi¢ niezaleznie od kierunku zmian dFy
czynnikow wspolnych F(f=1,...,m). A tym samym, ma to nastapi¢ niezaleznie od
wzrostu lub spadku poziomu krzywej dochodowosci czy tez — od sposobu zmiany
ksztattu tej krzywej (zmiana nachylenia, pojawianie si¢ roznych "wygarbien", itp.).
Wowczas — o ile powyzsza, nieoczekiwana zmiana krzywej dochodowosci wystapi
tylko jeden raz w zadanym horyzoncie czasowym i to zaraz po nabyciu portfela P -
warto$¢ przyszta FV aktywow bedzie wyzsza lub réwna wartosci (F'V), zobowia-

zan, z tych samych powodéw — co poprzednio.

Nalezy w tym miejscu wyraznie podkresli¢, ze w przypadku omawianego za-
gadnienia immunizacyjnego nie chodzi nam o $ciste dopasowanie przysztych stru-
mieni aktywow (wynikajacych z posiadania portfela P) do przysztych strumieni
zobowigzan (tzw. cash-flow matching). Zagadnienie uzyskania takiego S$cistego
dopasowania strumieni finansowych nalezy do innej klasy probleméw, rozpatrywa-
nych w ramach konstrukcji tzw. portfeli dedykowanych (dedicated portfolios); por.
Elton, Gruber (2005), Fabozzi, Fong (1994), Fabozzi (2006). Tak wigc, w przypad-
ku zagadnienia immunizacji rozpatrujemy nie tyle $ciste dopasowanie strumieni
aktywow i zobowigzan — co $Sciste dopasowanie wartosci biezacych tych strumieni.

Stosujac podany w punkcie 5 Lemat 1 - w odniesieniu do warto$ci netto anali-
zowanego portfela - otrzymamy, ze rozniczka stochastyczna [to gladkiej (nieloso-

wej) funkcji W(F) wyraza si¢ wzorem o postaci analogicznej do wzoru (30), tj.
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AW (F) =W (E+dF)-wF)=> 7 4p
y=1 OFy

(de) . (39)

P

Nl»—‘

Biorac pod uwage definicje (36) i1 (37) czynnikowego duration oraz czynnikowej
wypuktosci, otrzymamy

P,
" __pp P pop (40)
oF, 7 oF,

2 2
Ok v, oy, (41)
OF oF?

A zatem, w zaleznosci (39) — biorac pod uwagg (38) - mamy

W & OB 0P
EZZ aFf aF (Zx D,P—-D,P), (42)
oW & 62P CE P

Tak wigc, z (39) oraz (42) i (43) otrzymamy
dW(F)=WF+dF)-W(F) =

m n m n (44)
= _Z ( zxi DfiPi _DfLPL) de +2 ( in V b _VfLPL)(de')z'
== ==

Z zalezno$ci (44), uwzgledniajac dodatkowo, ze W (F) dane jest wzorem (38),
otrzymamy ostatecznie

W(F +dF) =W (F)+dW(F) = (Zn:xig —P)+
i=1

(45)

~ 2 (X5 DR =Dy P)dFp+ 3 (3 x, VP =V P)(dF))
f=1 =l f=1 =l
gdzie P. = P.(F) orazP, =P, (F).

Na podstawie zaleznosci (45) formutujemy nastgpujace warunki konieczne i
dostateczne immunizacji portfela P:

@) WEF)=0 czyli Zn:xlf; F)=P. (46)
=l
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Jak juz wspomnieli$my, jest to pewien "warunek poczatkowy" dla rozpatry-
wanego zagadnienia, bgdacy warunkiem koniecznym immunizacji. Warunek ten
oznacza, ze warto$¢ biezaca portfela P obligacji powinna by¢ réwna warto$ci bieza-
cej strumienia zobowigzan, dla obowigzujacych w danej chwili rynkowych stop
procentowych spot r, (¢t =1,...,T) ; czyli — dla zadanego wektora czynnikow wspol-

nych F.
(ii) >x,D;,P=D, P, VYf=l..m, (47)
i=l
(i) DX VP2V, P, Nf=l..m. (48)
i=l

Uwzgledniajac warunki (46)-(48) we wzorze (45), otrzymamy wigc

WE+dF)=3 (D x VP~V P)(dF,) 20, (49)
f=1 =l

a ponadto, z definicji, mamy

W (F + dF) éP(F+a?F) - P, (F+dF)= z x; P(F+dF) - P, (F+dF). (50)
i=1

Tym samym, bezposrednio z (49) i (50) wynika, Ze spetniony jest wowczas warunek

immunizacji analizowanego portfela P, tj.

P(F+dF)=Zn:xi}’i(F+dF)2PL(F+dF). 51
i=1
Reasumujac, otrzymali$my, Zze o ile warunki immunizacji (46)-(48) sa spet-
nione, to jakakolwiek zmiana dF wektora czynnikow wspolnych reprezentujaca
okreslong zmiang struktury terminowej stop procentowych spot {rl,...,r,,...,rT},
powoduje dodatni przyrost dW =W (F + dF)—W (F) wartosci netto portfela w sto-
sunku do poczatkowej wartosci W (F)=0. Powyzsze zachodzi niezaleznie od kie-
runku zmian poziomu rynkowych stop procentowych r, (¢ =1,...,T) czy tez — od

zmiany ksztattu krzywej dochodowosci. Analizowane zadanie immunizacji portfela
P obligacji jest wigc wypelione dla calego rozpatrywanego horyzontu inwestycyj-
nego - o ile tylko bgda jeszcze spelnione dwa dodatkowe warunki.

A mianowicie, o ile owa nieoczekiwana zmiana stop procentowych r, wy-
stapi (jezeli w ogdle) zaraz po zakupie portfela P obligacji oraz — po wystapieniu
zmiany stop 7,, stopy te pozostang nie zmienione az do kornca analizowanego hory-

zontu czasowego. Warunki te wynikaja bezposrednio z okreslonej niestabilno$ci
parametrow rozpatrywanego modelu immunizacyjnego. Chodzi w tym przypadku o
to, ze parametry czynnikowego duration D, jak i czynnikowej wypuklosci V', dane
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wzorami (36) i (37), zaleza zarowno od biezacego poziomu stop procentowych
r, (t=1,..,T) jak i tez — od uplywu czasu biezacego 7 (co wynika ze skrocenia
terminu do wykupu 7' wystgpujacego w gornych granicach sum cytowanych wzo-
row).

Tak wigc portfel P raz zimmunizowany (dla chwili 7 =0) ze wzgledu na ry-
zyko stop procentowych, powinien by¢ z uptywem czasu biezacego okresowo uak-
tualniany (tzw. rebalancing) do panujacych w danej chwili warunkéw. Jest to
zresztg cecha wspdlna wszystkich (a wiec nie tylko czynnikowych) modeli immuni-
zacyjnych. Wptywa to oczywiscie w okreslonym stopniu na koszt ich obstugi; por.
Bierwag (1987).

Interpretacja warunkéw koniecznych i dostatecznych (i)-(iii) czynnikowej
immunizacji portfela P, danych zalezno$ciami (46)-(48), jest nastepujaca.

Oznaczymy:
w; éxiPi / P - procentowy udziat obligacji O, w portfelu P; (52)
doow=1,  wel01], Vi=l..n. (53)

Uwzgledniajac, dodatkowo, warunek konieczny immunizacji (46), a wigc
P:Z:’Zl xiPi :PL , mamy w; :xiPi/PL7 astqd

x; =wP, /P, Vi=l,...,n. (54)

Podstawiajgc (54) do (47) i (48) — po prostych przeksztatceniach — otrzymamy, ze
zalezno$ci (47) oraz (48) sa odpowiednio rOwnowazne nastgpujacym warunkom:

dwD,=D, , Vf=l..m, (55)

i=1
dDwV=V,, Vf=l..m. (56)
i=1

Mozna wykaza¢ (Jakubowski, 2009), ze czynnikowe duration D,, oraz
czynnikowa wypuklos¢ V., portfela P obligacji s3 kombinacjami wypuklymi pa-
rametrow duration i wypuktosci poszczegdlnych obligacji O, (i=1,...,n) wcho-
dzacych w sktad tego portfela, tj. uwzgledniajac (53) - mamy

DfP:Zwini oraz VfP:zwi Veis Vf=L..,m. (57)
i=1 i=1

Mozna wigc stwierdzi¢, ze warunek immunizacji (47), rbwnowazny warun-
kowi (55), a wiec oznaczajacy dostosowanie czynnikowego duration Dyp portfela P
obligacji do czynnikowego duration D, zobowigzan, pocigga za sobg identyczng
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wrazliwos$¢ tego portfela i strumienia zobowigzan — na nieoczekiwane zmiany dF
czynnikéw wspolnych F|,F,,...,F, . Ze wzoru (33) na niespodziewang stopg zwro-

tu (dP/P) dowolnej obligacji badz portfela obligacji, przy pominigciu cztonu dru-
giego rzedu — mamy bowiem (w przyblizeniu)

d?Pz—ZDdef. (58)
Y

—

Natomiast warunek (48) rownowazny jest warunkowi (56), a wigc, aby czyn-
nikowa wypukto$¢ Vjp portfela P obligacji byta nie mniejsza niz czynnikowa wypu-
kto§¢ Vy strumienia zobowigzaf. Zauwazmy, Ze o ile warunek ten jest spetniony, to
losowa zmienno$¢ dF czynnikow wspolnych wywoluje dodatni przyrost dW(F)
wartosci netto portfela, przy czym zachodzi to niezaleznie od kierunku zmian tych
czynnikow. Wynika to bezposrednio ze wzoru (49), wobec oczywistej nierdwnosci
(a’Ff)2 > (0. W klasycznej teorii zarzadzania portfelem obligacji, opisane powyzej
zjawisko nosi nazwe tzw. efektu wypuklosci; por. Elton, Gruber (2003). Tak wiec
powyzej wykazaliSmy, ze efekt ten wystepuje rowniez w przypadku czynnikowego
modelu immunizacji.

6.2. Optymalizacja portfela zimmunizowanego

Jak mozna tatwo zauwazy¢, warunki konieczne i dostateczne immunizacji
(46)-(48) wyznaczaja tacznie 2m+1 ograniczen réwnosciowych i nierdéwnoscio-
wych na zmienne decyzyjne x; (i=1,...,n), gdzie x, - liczba obligacji O, w port-
felu P. Tak wigc, dla n > 2m+1 mamy wiele (lub nieskonczenie wiele) mozliwos$ci
konstrukcji portfela zimmunizowanego, ze wzgledu na ryzyko nieoczekiwanych
zmian stop procentowych. Pozwala to na sformulowanie dodatkowego kryterium
wyboru optymalnego — w okreslonym sensie — portfela P obligacji. Kryterium to
okreslamy w postaci pewnej funkcji celu Q(x;,x,,...,x,); przy czym warunki
immunizacji (46)-(48) traktujemy jako ograniczenia (tj. wigzy) analizowanego za-
gadnienia optymalizacji. Tak wigc, nie wnikajac glebiej w szczegdly matematyczne
okreslenia postaci funkcji Q(-), zadanie optymalnego wyboru portfela zimmunizo-
wanego mozemy lacznie zapisaé nastgpujaco: nalezy okresli¢ takie optymalne war-
tosci x; 20 (i=1,...,n), aby zachodzito

O(x),%y,...,X,) T MAX , (59)
przy ograniczeniach

Y Px=P; x>0, Vi=l,...n, (60)

i=l

>'D,P x;=D, P, Vfi=1l..,m, (61)

i=1

DVPox; 2V, P, Vf=1...,m. (62)

i=1
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Zagadnienie optymalizacji (59)-(62) jest typowym zadaniem programowania
matematycznego, sformulowanym dla liniowych ograniczen na zmienne decyzyjne.
W praktyce, dla zagadnien tego typu, jako funkcje celu Q(-) przyjmuje si¢ np. we-
wnetrzng stope zwrotu IRR z portfela (Internal Rate of Return) lub tez tzw. sktadang
stope zwrotu RCY dla zadanego horyzontu inwestycyjnego (Realized Compound
Yield). Niekiedy dokonuje si¢ rowniez aproksymacji nieliniowej funkcji celu funkcja
liniowa ze wzgledu na zmienne decyzyjne x; (i=1,...,n), sprowadzajac w ten
sposob zagadnienie (59)-(62) do catkowitoliczbowego liniowego problemu optyma-
lizacyjnego; por. Dahl, Meeraus, Zenios (1993). Powyzsze uwagi, dotyczace formu-
fowania funkcji celu Q, odnosza si¢ zreszta do catej klasy modeli immunizacyjnych
— a nie tylko do analizowanego powyzej modelu czynnikowego.

Ponadto, czgsto wygodniej jest formutowaé zadanie wyboru portfela zimmu-
nizowanego jako optymalizacj¢ — nie ze wzgledu na ilosci x; obligacji O; w portfe-
lu P — a ze wzgledu na wspotczynniki udziatu w;€[0,1] tych obligacji. Na przyktad,
jak wiadomo, stopa zwrotu z portfela P obligacji, rozpatrywana dla zadanego hory-
zontu czasowego jest bezposrednio roéwna kombinacji wypuktej (tj. ze wspolczynni-
kami w;) stop zwrotu z poszczegolnych obligacji wchodzacych w sktad tego
portfela. Tak wigc biorac pod uwage zaleznosci (52)-(54) oraz (55)-(56), zagadnie-
nie (59)-(62) mozna sprowadzi¢ do nast¢pujacej postaci:

O(w,Wy,...,wy) T MAX (63)
przy ograniczeniach Z; w, =1, w, 20, Vi=Ll..,n, (64)

sziWi:DfL’ Vf=1,...,m, (65)

i=1

SVaw 2V, Yf=l..m. (66)

i=1

Zauwazmy, ze w sformutowanym powyzej zadaniu nie wystgpuje w postaci
jawnej warunek konieczny (60) immunizacji. A wigc aby zagadnienia (59)-(62) i
(63)-(66) bylty calkowicie rownowazne, po rozwiagzaniu zadania (63)-(66) — tj. po
wyznaczeniu optymalnych wartoéci wspoOtczynnikow udziatu w, (=1,...,n) -
nalezy jeszcze dodatkowo wyznaczy¢ optymalne ilosci x; (i =1,...,n) obligacji O,

w portfelu P - wedtug wzoru (54), tj. x;, = W, P, / P,. Zachodzi¢ bedzie wowczas

ifciPi :Z”:wiPL =PLiwi =P, (67)
i=1 i=1

i=1
a wigc warunek konieczny immunizacji (60) bedzie spetniony.
Oczywiscie z powodow praktycznych (na rynku nie mozna kupi¢ utamkowej

liczby obligacji), wyznaczone w ten sposob optymalne liczby x; obligacji nalezy
przyblizy¢ do najblizszych liczb catkowitych. Stad, uzyskane w powyzszy sposob
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rozwiazanie analizowanego zagadnienia — bedzie jedynie suboptymalne; niekiedy —
by¢ moze nawet dosy¢ odlegte od $cisle optymalnego rozwigzania zagadnienia cat-
kowitoliczbowego typu (59)-(62).

Na zakonczenie warto podkresli¢, ze pominiecie niektorych ze sformutowa-
nych powyzej ograniczen, np. dotyczacych immunizacji rozpatrywanego portfela ze
wzgledu na wybrany czynnik wspolny £ (tj. dla ustalonego f'= f;) prowadzi do ak-
tywnego zarzadzania portfelem obligacji ze wzgledu na ten wlasnie czynnik. Zat6z-
my, na przyktad, ze dla rozpatrywanego problemu immunizacji zidentyfikowano
czynnik F; jako czynnik ogbélnego poziomu stop procentowych r, (¢ = 1,...,7). Jak
juz wezesniej wspomnieli$my, w praktyce oznaczaé to bedzie, ze tadunki czynniko-
we a;, majg dla wszystkich stdp r, warto$ci dodatnie. Tak wiec wzrost czynnika F
powoduje jednoczesny wzrost wszystkich stop procentowych 7, (¢ = 1,...,7); nato-
miast spadek czynnika F; - wywotuje spadek tych stop; por. Rys. 3 (czynnik pozio-
mu).

W takiej sytuacji, gdy dysponujemy wiarygodnymi danymi, ze wszystkie
stopy procentowe na przyklad spadng, to mozemy "uwolni¢” immunizacj¢ swego
portfela ze wzgledu na czynnik F,. Oznaczaé to bedzie pominigcie w ogranicze-

niach (61), (62) modelu - indeksu /= 1. To znaczy, portfela P nie immunizujemy ze
wzgledu na czynnik F; poniewaz spodziewamy si¢, jak czynnik ten bedzie si¢ za-
chowywat w przysztosci, dla zadanego horyzontu czasowego. W miejsce immuniza-
cji ze wzgledu na pierwszy czynnik, mozemy natomiast zastosowac strategi¢
aktywna polegajaca na zakupie obligacji dtugoterminowych, poniewaz oczekujemy
spadku ogo6lnego poziomu stdp procentowych.

Natomiast immunizacj¢ ze wzgledu na pozostate dwa czynniki, tj. czynnik
nachylenia F, oraz czynnik krzywizny F3 - pozostawiamy w mocy, poniewaz nie
jesteSmy pewni czy spodziewane przesunigcie krzywej dochodowosci 7S w dot
nastapi w sposob rownomierny, to znaczy czy bedzie to przesunigcie réwnolegle o
stata warto$¢ dr = const(t); t = 1,...,T. W ten sposob, spodziewajac si¢ ogdlnego
spadku stop procentowych i stosujac w zwigzku z tym odpowiednia strategi¢ aktyw-
ng, zabezpieczamy si¢ jednoczesnie przed ryzykiem zmiany ksztattu struktury ter-
minowej stop procentowych. Mozna oczekiwaé, ze zastosowanie takiego wilasnie
postepowania, polegajacego na powigzaniu aktywnej strategii zarzadzania portfelo-
wego ze strategia pasywna, dotyczaca czgSciowej immunizacji (tj. ze wzgledu na
wspomniane ryzyko ksztattu), bedzie zrédtem dodatkowych zyskow, w porownaniu
ze strategia catkowicie pasywna. Strategia catkowicie pasywna jest w analizowanym
przypadku okres$lona przez model (59)-(62), rozpatrywany dla wszystkich zidentyfi-
kowanych czynnikéw Fy (f = 1,...,m) dynamiki zmian struktury terminowej stop
procentowych.

Oczywiscie, przedstawione powyzej postgpowanie bedzie uzasadnione, o ile
nasze prognozy co do spodziewanego ,ruchu” krzywej dochodowosci w dot si¢
spetnig. Oznacza to, ze dokonujac immunizacji naszego portfela inwestycyjnego ze
wzgledu na ryzyko ksztaltu, musimy jednoczesnie zaakceptowac okreslone ryzyko
zmiany ogélnego poziomu stop procentowych.
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Reasumujac, mozna stwierdzi¢, ze przedstawiony powyzej czynnikowy mo-
del immunizacji i optymalizacji portfela obligacji oferuje nam daleko szerszy wa-
chlarz mozliwosci w poréwnaniu z modelami klasycznymi, wykorzystujacymi
koncepcje Macaulay’a parametrow duration i wypukto$ci obligacji; badz tylko pew-
ne modyfikacje tej koncepcji zaproponowane np. przez Fishera i Weila (1977), El-
tona i Grubera (2003), czy Zarembg¢ i Smolenskiego (2000). W przypadku modelu
czynnikowego mozemy bowiem immunizowac nasz portfel inwestycyjny nie tylko
ze wzgledu na wszystkie zidentyfikowane czynniki dynamiki zmian stép procento-
wych; mozemy rowniez samodzielnie (tj. wedlug naszego uznania) wybieraé te
czynniki, ktore maja podlega¢ immunizacji. A to juz oznacza duzy postgp w rozpa-
trywanej dziedzinie zarzadzania ryzykiem inwestycyjnym.

Dodatek

D.1. Procedury numerycznego rozwigzywania zadania analizy czynnikowej

Rozpatrywany w punkcie 3 czynnikowy model (13) dynamiki zmian struktu-
ry terminowej stop procentowych miat postac:

r=r+Ya,F +ae, Vi=1..T, (68)
f=1

gdzie F, - czynniki wspolne (f =1,...,m), & - czynniki swoiste (¢ =1,...,T),
a,; - tadunek czynnika wspélnego F, w zmiennej 7,, ¢, -tadunek czynnika swo-
istego w zmiennej 7, .

W procedurze numerycznej identyfikacji liniowego modelu czynnikowego
(68) istotng role odgrywaja wartosci

hl =aj+.+al +. +a) (69)

tm >

gdzie ht2 - to tzw. zasob zmiennosci wspdlnej zmiennej 7, (communality). Bezpo-
srednio z modelu (68) wynika, ze

Var(r,) =0, =h} +a., vi=1,..T. (70)

Zaso6b zmienno$ci wspolnej hf, bedacy suma kwadratow wspotczynnikow
kowariancji @, wszystkich czynnikow wspolnych F, (f =1,...,m) ze zmienng 7, ,
jest wigc pewna miarg okreslajaca jaka czg$¢ catkowitej zmienno$ci zmiennej 7, jest
wyjasniana przez czynniki wspdlne. Wynika to stad, ze calkowita zmiennos$¢ tej
zmiennej reprezentowana jest przez jej wariancj¢ Var(r,). Podobnie, warto§¢ atz
reprezentuje zasob zmiennoSci swoistej zmiennej 7, - wyjasnianej przez czynnik

swoisty ¢, (t=1,...,T).
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Podstawiajac na przekatnej gtownej macierzy kowariancji R o postaci (11)
w miejsce jedynek, warto$ci zasobow zmiennosci wspolnych 47 - otrzymamy tzw.

zredukowang macierz kowariancji R" ; por. Tabela 5.

Tabela 5. Postaé zredukowanej macierzy kowariancji R", gdzie ht2 = ;::1 atzf .
-, -
hi oy Oir
2
O- h DY 0
21 2 2T
R = (7D)
2
On Oy o hp

Uwzgledniajac wszystkie przedstawione powyzej zatozenia co do analizowa-
nego liniowego modelu czynnikowego (68) mozna wykazaé, ze zachodzi (Koronac-
ki, Cwik, 2005)

R=AA"+AA =AAT+A’ (72)
Powyzsze rownanie stanowi reprezentacj¢ macierzowa modelu czynnikowe-

go (68). Z rownania tego wynika, ze zadanie analizy czynnikowej sprowadza si¢ w
zasadzie do rozlozenia macierzy kowariancji zmiennych », (¢ =1,..,T) na dwie

addytywne sktadowe. Pierwsza z tych sktadowych zalezy wytacznie od tadunkow
czynnikow wspdlnych «,,, natomiast druga - od fadunkow czynnikow swoistych
a, . W tym sensie rownania (68) i (72) sa sobie rownowazne. Biorac teraz pod uwa-

ge, ze dla zredukowanej macierzy kowariancji R* o postaci (71) mamy R=R-A/
z zalezno$ci (72) otrzymamy nastepujace podstawowe rownanie analizy czynnikowej
(Harman, 1967):

R =AA". (73)

Wyznaczenie macierzy tadunkéw czynnikowych A (o wymiarze 7 xm)
spetniajacej rownanie (73) ma podstawowe znaczenie dla rozwigzania rozpatrywa-
nego problemu. Zauwazmy, ze majgc dane tadunki «,, (t=1...T; f =1,...,m)
czynnikow wspolnych mozemy tatwo - na podstawie wzorow (69), (70) - wyzna-
czy¢ fadunki o, (¢=1....,T) czynniko6w swoistych, a tym samym - macierz A, o
postaci (23). Macierz ta jest macierza diagonalng - na jej przekatnej gtéwnej wystar-
czy wiec podstawi¢ warto$ci

a, =} —h*; t=1..T, (74)

co wynika bezposrednio ze wzoru (70) oraz z zalozenia, ze przyjmujemy «, > 0.
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Na podstawie znajomos$ci macierzy A, znajomo$ci wyjSciowej macierzy
kowariancji R oraz przy pewnych dodatkowych zatozeniach - mozna z kolei wy-
prowadzi¢ nastgpujaca zaleznos¢ okreslajaca warto§¢ macierzy czynnikéw wspol-
nych F o postaci (24):

F=XR'A. (75)

Majac wyznaczong macierz czynnikow wspolnych F oraz zdefiniowany
model czynnikowy (20) (tj. tadunki czynnikéw wspolnych i swoistych okreslone)
mozemy - bezposrednio z tego modelu - wyznaczy¢ warto$ci &,, macierzy czynni-

koéw swoistych E o postaci (25). Stanowi to etap koncowy analizy czynnikowej
rozpatrywanego zagadnienia.

Na zakonczenie powyzszych rozwazan nalezy podkresli¢, ze rozwigzanie
podstawowego rownania analizy czynnikowej jest zagadnieniem ztozonym; ze wzo-
row (69), (71) i (73) wynika bowiem, ze roOwnanie to jest nieliniowym réwnaniem
macierzowym o skomplikowanej strukturze. Zagadnienie to nie ma (w ogdlnym
przypadku) analitycznego rozwigzania. Warto réwniez zauwazy¢, ze nie istnieje
jednoznaczne rozwiazanie tego problemu. Mozna mianowicie tatwo sprawdzi¢, ze
jezeli macierz A spelnia to rownanie, to rOwnanie to jest rOwniez spetnione przez
kazde przeksztalcenie ortogonalne AP tej macierzy; gdzie P - dowolna macierz
ortogonalna o wymiarze (mxm) .

Wynika stad, ze istnieje wiele metod rozwigzywania rownania analizy czyn-
nikowej (73), w ktérych dla wyznaczenia macierzy A (z okreslonej klasy rozwig-
zan) stosuje si¢ pewne dodatkowe kryteria. Najpowszechniej stosowang metodg jest
w rozpatrywanym przypadku tzw. metoda gtownego czynnika Hotellinga. Ponizej,
przedstawimy skrotowo podstawowg idee tej metody; bardziej obszerny opis zawie-
ra m.in. praca Jakubowskiego (2003).

A mianowicie, postugujac si¢ wzorem (69) na zas6b zmienno$ci wspolnej h,2
zmiennej 7, - mozemy wyznaczy¢ tzw. 0ogolng zmiennos¢ wspolng, charakteryzuja-

ca wszystkie zmienne r, (¢t=1...,T), tj.

T T m m T m
r=3 -3 |33 -5, 0
(=1 =1\ f=1 = =
T
gdzie V,=>a,’. 7

t=1

W powyzszym wzorze przez V; oznaczono wiec czg$¢ ogoblnej zmienno$ci
wspolnej V, jaka wyjasniana jest przez czynnik wspolny Fr (f=1,...,m). Zauwazmy,
ze warto$¢ Vyjest rowna sumie kwadratow wspotczynnikow kowariancji (tj. kwadra-
tow fadunkoé6w czynnikowych) danego czynnika F, ze wszystkimi zmiennymi r;
=1,...,T. Wskaznik V; jest wigec miarg udzialu czynnika F, w wyjasnianiu wszyst-
kich wzajemnych korelacji migdzy rozpatrywanymi zmiennymi wyjSciowymi 7
=1,...,T.
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Podstawowa idea metody gtownego czynnika polega na takim doborze ta-
dunkéw czynnikow wspélnych Fy (f = 1,...,m), aby udzial V; tych czynnikow w
wyjasnianiu ogdlnej zmiennos$ci wspdlnej V byl malejacy. A doktadniej, postepowa-
nie rozpoczyna si¢ od okreslenia tadunkéw czynnika pierwszego F), ktorego udziat
¥, w ogolnej zmiennosci ¥ powinien by¢ maksymalny tj. V; = l}l . Nastgpnie dobiera
si¢ tadunki czynnika drugiego F, tak, aby udziat V, tego czynnika w wyjasnianiu
pozostalej zmiennosci wspdlnej (tj. V—I}l) byl maksymalny, przy okreslonych
uprzednio tadunkach czynnika pierwszego; itd.

W praktyce, metod¢ gtownego czynnika stosuje si¢ sposob iteracyjny. To
znaczy najpierw zadaje si¢ pewna poczatkowa wartosé hf zasoboOw zmienno$ci

wspolnej dla kazdej ze zmiennych 7, (t = 1,...,T). Nastgpnie, dla zadanej w ten spo-
sob macierzy R - stosuje si¢ powyzszg metode w celu wyznaczenia fadunkow oy
dla wszystkich czynnikow F, F,.,...,F, ; po czym dokonuje si¢ modyfikacji wartosci

th wedhug wzoru (69); tj.
2y =Z¢:I(aé)i , t=1,...,T, gdzie i - numer iteracji, i =1,2,3,....

Mozna wykaza¢ (Harman, 1967), ze zastosowanie metody glownego czynni-
ka na kazdym z etapow powyzszego procesu iteracyjnego sprowadza si¢ do wyzna-

czania (dla kolejno zadawanych wartos$ci hzl) warto$ci wlasnych A, oraz
odpowiadajacych im wektorow wiasnych w, zredukowanej macierzy kowariancji
R'; t=1,..,m,...,T . Dowodzi si¢ przy tym, ze w punkcie zbieznoéci zastosowa-
nej procedury tylko pierwszych m warto$ci wlasnych A, jest dodatnich; pozostate zas
wartos$ci A, sa rowne zeru (w przyblizeniu); tj.

4>0,...,4,>0, 4 vy Ap =0,

m+l

Innymi stowy, zredukowana macierz kowariancji R* staje sic — na etapie konco-
wym omawianej procedury - macierza dodatnio potokreslona, przy czym rzad tej
macierzy jest rowny m . Dla wartosci fadunkow ¢, mamy wowczas:

. t=1L...T, f=1...m, (78)
“ = f "

gdzie w,, - t-ta skladowa wektora wlasnego w, , odpowiadajacego niezerowej

warto$ci wlasnej 4, macierzy R" .

Rozpatrujac wyniki koncowe analizy czynnikowej bierze si¢ przede wszyst-
kim pod uwage procentowy udziat P, poszczegélnych czynnikow wspolnych F, w
wyjasnianiu ogélnej zmiennosci wspolnej ¥ danej wzorem (76), tj.

P, =V, /V)x100%, f=1..m
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Dokonujac analizy uzyskanych wynikow, wyznacza si¢ rowniez tzw. zasoby global-
nej zmiennosci Vi, zbioru zmiennych wyjsciowych r,r,,...,7, okreslone przez

sume wariancji atz tych zmiennych; tj.
L
Vglob = ,:10-1‘ . (79)
Nastgpnie mozemy okresli¢ procentowy udziatl zasoboéw ogoélnych zmiennosci
wspolnej V' w globalnych zasobach zmiennosci Vop, 1.

Py =(V 1V ) X 100% . (80)

Dany wzorem (80) procentowy wskaznik P, okre$la wigc poziom doktadno-
$ci z jakim - zgodnie z wprowadzonym modelem czynnikowym - uktad skorelowa-
nych zmiennych wyjéciowych r, (¢ = 1,...,7) moze by¢ przyblizony zbiorem
ortogonalnych czynnikow wspolnych Fy(f= 1,...,m). Jest to prawdg przy zalozeniu,
ze w analizowanym modelu czynnikowym pominiemy czynniki swoiste &; na przy-
ktad w celu uproszczenia rozwazan.

W powyzszym kontek$cie, interesujaca jest interpretacja niezerowych warto-
$ci whasnych A, zredukowanej macierzy kowariancji R’. Ot6z, z zaleznosci (77) i
(78) — po prostych przeksztalceniach — otrzymamy, ze V,= A, (f=1,...,m). Warto§¢
whasna A, jest wigc liczbowo réwna zasobom zmiennosci wspolnej V, wyjasnianym
przez czynnik Fy. Tak wigc, biorgc pod uwage zaleznosci (76), (79) i (80) — dla pro-
centowego wskaznika P, mamy

At Ayt

2 2

P, =—
o +...40; +...07

. x100%.

Opisana metoda analizy czynnikowej jest oprogramowana w wielu komer-
cyjnych pakietach komputerowych przeznaczonych do zaawansowanych obliczen
statystycznych; m. in. w pakiecie STATISTICA oraz w pakiecie STATGRAPHICS
- funkcja FACTOR, procedury tzw. rotacji ortogonalnych przestrzeni czynnikow
wspolnych - VARIMAX, QUARTIMAX, i EQUIMAX; por. Jakubowski (2003).

D.2. Dowdd Lematu 1

Petne sformutowanie Lematu 1, na ktory powolujemy si¢ w punkcie 5 jest na-
stepujace:

Lemat 1. Zatézmy, ze rézniczka stochastyczna dF(7) wektora nieskorelowanych
czynnikow wspolnych wyraza si¢ wzorem:

drf (r)=pu,dtr + o, dW,(7), Y f=1,....,m, (81)

gdzie u, - wspotezynnik dryfu, o, - wspotczynnik zmiennoscei, przy czym f,, o,
sq danymi statymi; W,(7) - standardowy proces stochastyczny Wienera, tj. proces

gaussowski o przyrostach niezaleznych i parametrach W, ~ N(0,7) .
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Woéwczas rozniczka stochastyczna 7t0 warto$ci biezacej P(F) obligacji wy-
nosi:

1 & o°P
dP(F)=dP(F,,....F,) = Z—df zz ~(dF,)*. (82)
f= 16Ff

Dowdd. Wykazemy, ze wzor (82) wynika z Lematu /70 sformutowanego dla wek-

torowych procesdéw stochastycznych; Sobczyk (1996), s. 132. A mianowicie, przy
przyjetych przez nas zalozeniach co do wektorowego procesu F(7) oraz o rézniczce
stochastycznej dF(7)danej wzorem (81) - z Lematu /t6 mamy: dla dowolnej, ciagtej
wraz z drugimi pochodnymi, nielosowej funkcji P[F(7),17], rozniczka stochastyczna
tej funkcji wyraza si¢ wzorem

m 1 m a
dP [F(7),7] = Z Hy——+= 0} dr + Zaf de (83)
6F P 2 = 6
gdzie u,, o, - wspolczynnlkl réwnania (81).
Jak mozna zauwazy¢, rozniczka dP wartosci biezacej obligacji sktada si¢ z
cztonu deterministycznego stojacego przy dr, odpowiadajacego za ewolucje w

czasie (tzw. dryf) tej warto$ci oraz z cztonu stochastycznego, obrazujacego za po-
mocg rozniczek dW, (f =1,...,m) procesow Wienera - wptyw czynnikow loso-

wych na przebieg tej ewolucji. Z (83), po przeksztatceniach, otrzymamy
m 1 m 2 a P
dP [F(z),7] = dz'+z (yfdr+adef)+ o;—5 dr. (84)

Wykorzystamy teraz tzw. prawa mnozenia rdzniczki stochastycznej dW(7)
procesu Wienera (por. Weron i Weron, 1998):

[dW (7)) =dz, dW(r)dr =0, (dr)*=0. (85)

Pierwsze dwa z powyzszych wzorow sa symbolicznym zapisem nastepujacych sto-
chastycznych zbieznosci sredniokwadratowych

Lim. [AW (7)) =dr oraz Lim. [AW(z)A7] =0. (86)

Natomiast wzér (d7)* =0 jest symbolicznym zapisem oczywistego faktu, ze war-
to$¢ (A7)” jest nieskonczenie mala wyzszego rzedu niz Az, tj. (A7)? = o(A7) ; tak
wiec warto$¢ ta zanika dla nieskonczenie matych przyrostow dr .

Korzystajac z praw mnozenia (85), iloczyn 0'_?- dt wystgpujacy w ostatnim
cztonie wzoru (84) mozemy przedstawic¢ nastepujaco:

ordr=p;dr) +2u,0,dW,dr+ o) (dW,)? =(udr+o,dW,)* . (87)
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Z (84) 1 (87) mamy wigc
oP " OP 1 & 0°P 5
dP[F(7),r]l=—dr+ )Y — dr+o,.dW,)+— dt+o,dW,)".
[F(z),7] oz fzz‘; aFf’(ﬂf r f) 2/:1 aFf (/Uf r f)
A stad, wykorzystujac wzor (81), otrzymamy
oP M QP 1 & 6°P )
dP(F,7)=—dr+ Y —dF, +— ) ——(dF,)". 88
0= _,Z:laFf / 2;:161?/2( 2 ®9)

Wyprowadzone réwnanie (88) dotyczy ogolnego przypadku, gdy funkcja
P(.,)) zalezy w sposob jawny od czasu biezacego z. Natomiast dla analizowanej w
niniejszym lemacie funkcji P = P(F), wystepujaca w tym wzorze pochodna JP/or
zanika 1 otrzymujemy szukang zalezno$¢ (82); c.n.d.
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A factor model for bond portfolio management

Abstract. The paper deals with the model of bond portfolio management with
respect to - the risk of unanticipated changes of interest rates level as well as - the
risk of unexpected fluctuations of a yield curve shape; where the yield curve is a
graphical representation of the so called term structure of the market spot rates.
The mathematical description of factor analysis of the dynamics of interest rates
term structure fluctuations is given and the definitions of bond factor duration and
bond factor convexity are presented. Then, the factor model of bond portfolio
immunization and optimization is considered. In particular, the possibility of identi-
fication of three uncorrelated common factors affecting the yield curve shape chang-
es in time: the level factor, the steepness factor and the curvature factor — is taken
into account. In case of the factor model presented, we can independently choose
these factors that should be immunized as well as the factors under which the ana-
lyzed portfolio will be actively managed.

Keywords: factor analysis, term structure, interest rate risk, bond portfolio, immun-
ization and optimization.
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