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Streszczenie

Przedmiotem pracy jest implementacja metody modelowania cenzorowa-
nych danych wielowymiarowych z wykorzystaniem koputy przedstawio-
nej w artykule Chen i Fan (2007). Praca zawiera podstawowe informa-
cje o koputach, zagadnieniach analizy przezycia i niezawodnoSci oraz
omdwienie wybranych aspektéw modelowania danych wielowymiaro-
wych. Przestawiono w niej szczeg6ty implementacji jednej z metod mod-
elowania danych cenzorowanych oraz wyniki do§wiadczen numerycz-
nych, przeprowadzonych przy uzyciu sztucznie wygenerowanych danych
losowych.

Stowa kluczowe: kopuly, dane wielowymiarowe, dane cenzorowane,
modelowanie, niezawodnoS¢

1 Wstep

Wiele dziedzin, w ktérych wykorzystywane sg narzgdzia statystyczne boryka
si¢ z problemem modelowania danych empirycznych pochodzacych z rozktadéw dale-
ko odbiegajacych od dwuwymiarowego rozktadu normalnego.

Problemy o takim charakterze pojawiaja si¢ migdzy innymi w geostatystyce,
finansach, ubezpieczeniach czy badaniach epidemiologicznych (Frees, Valdez, 1998).
Ostatni z przyktadéw jest szczegdlnie istotny — takze z uwagi na tematyke niniejsze;j
pracy — gdyz pojawiaja si¢ w nim dodatkowe kwestie, charakterystyczne dla analizy
przezycia i niezawodnosci.

Jedna z nadziei na poprawe tego stanu sa koputy — narzgdzie do modelowania
rozktadéw wielowymiarowych o skomplikowanych strukturach zaleznos$ci, zdobywa-
jace coraz wigksza popularno$¢ i z powodzeniem stosowane w wymienionych wyzej
dziedzinach.
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2 Kopuly
2.1 Definicja

Definicja 1 Dwuwymiarowa koputa to funkcja C : [0,1]?> — [0, 1] o nastepujacych
wlasnoSciach:

1. Dla dowolnych u,v € [0,1]
C(u,0) = C(0,v) =0 ey
oraz

Clu,1)=u A C(1,v) = . )

2. Dla dowolnych uy, us,v1,v2 € [0,1], takich ze up < ugivy < vy

C(’UQ,'UQ) —C(Uz,vl) —C(U1,02)+C(U1,’U1) 2 0. (3)

Whprost z definicji wynika, ze koputa jest dystrybuanta tacznag dwuwymiarowe-
go rozkladu o jednostajnych rozkladach brzegowych, okreslonego na kwadracie
jednostkowym.

Kolejnym wnioskiem z definicji jest nastgpujaca nieréwnos¢, prawdziwa dla
kazdej kopuly C'i kazdego (u,v) € [0, 1]*:

W(u,v) < C(u,v) < M(u,v). 4)

gdzie W (u,v) = max(u + v — 1,0) oraz M (u,v) = min(u,v). Funkcje W i M
(réwniez bedace koputami) nazywane sa granicami Frécheta-Hoeffdinga.

2.2 Twierdzenie Sklara

Jednym z najistotniejszych elementéw teorii koput i fundamentem duzej czegsci
przypadkéw zastosowania jej w statystyce, jest twierdzenie Sklara.

Twierdzenie 1 (Sklar) Niech F(x,y) bedzie dystrybuantq tqczng rozktadu dwuwy-
miarowego o dystrybuantach brzegowych F,(x) i Fy(y). Istnieje koputa C, taka Ze:

F(x,y) = C(Fx(x)ﬂFy(y)) 5

Jesli F, i Fy sq ciggte to C jest jednoznacznie okreslona. W przeciwnym przypadku
C jest jednoznacznie okreslona na iloczynie kartezjariskim przeciwdziedzin Fy i Fy.
Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne: jesli C jest koputq a F, i F, dys-
trybuantami to funkcja F' zdefiniowana przez (5) jest dystrybuantq tqczng rozktadu
dwuwymiarowego o dystrybuantach brzegowych F,, i F,.
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Twierdzenie to pojawilo si¢ po raz pierwszy w pracy Sklara (1959). Nazwa
koputa' ma obrazowac sposéb w jaki funkcja ta taczy dystrybuante rozktadu tacznego
z rozktadami brzegowymi.

Twierdzenie Sklara, z punktu widzenia statystyki, czyni kopuly narzgdziem
pozwalajacym na badanie struktury zaleznoSci wielowymiarowych zmiennych loso-
wych w oderwaniu od ich rozktadéw brzegowych.

2.3 Koputy archimedesowskie

Nazwa kopuly archimedesowskie okresla koputy postaci:

Cu,v) = ¢ (¢(u) + ¢(v)), (©6)

gdzie ¢ : [0,1] — [0, 00) jest ciagla, wypukla funkcja malejaca, spelniajaca warunek
#(1) = 0, a ¢l jej pseudo-odwrotnoscia:

gy [ o7t 0<t<¢(0)
4l 1]_{ A M

Funkcja ¢ nazywana jest generatorem koputy.

Obszerny przeglad koput archimedesowskich wraz z wykresami losowych pré-
bek danych znaleZ¢ mozna w pracy Armstrong (2003).

Kopuly archimedesowskie sa szczegdlnie interesujace z punktu widzenia zas-
tosowan praktycznych, poniewaz przy prostej formie obejmuja wiele réznych struktur
zalezno$ci zmiennych.

2.4 Dystrybuanta koputy

Dwuwymiarowa kopula moze by¢ traktowana jako zmienna losowa:

C:[0,1* — [0, 1]. (8)
Funkcja:
K(v)=P(CX,Y)<V) ©))

jest dystrybuanta zmiennej losowej C'. Dystrybuanta ta, w przypadku koput archime-
desowskich moze by¢ wyrazona za pomoca generatora koputy:

o)

¢'(v)
Ponadto, jak wskazuja autorzy pracy Genest, Rivest (1993), w tej klasie koput ist-
nieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie migdzy kopula a jej dystrybuanta, co
umozliwia — w praktycznych zastosowaniach — wykorzystanie K (v) do estymacji
parametréw koput archimedesowskich.

K(v) =

. (10)

acifiski rzeczownik copula oznacza taczenie lub wiazanie
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2.5 Tau Kendalla

Wspétczynnik 7 Kendalla jest jedna z miar monotonicznej zaleznoSci migdzy
zmiennymi, zdefiniowang jako (Kendall, 1948):

7=Pl(x1 —22)(y1 —y2) > 0] = Pl(z1 — 22)(y1 — y2) <0]. an

Warto zwréci¢ uwage, ze o ile powszechnie stosowany wspéiczynnik korelacji lin-
iowej okresla jedynie site liniowej zaleznoSci migdzy zmiennymi, o tyle 7 Kendalla
pozwala na badanie takze bardziej ztozonych form zaleznoSci monotoniczne;j.

Jesli X 1Y sa zmiennymi losowymi o charakterze ciagtym, to zaleznos¢ (11)
moze by¢ wyrazona w terminach koput:

1 1
T= 4/ / Cxy(u,v)dCx y(u,v) — 1, (12)
o Jo

co w przypadku koput archimedesowskich pozwala na wyznaczenie 7 Kendalla na
podstawie generatora koputy (Genest, MacKay, 1986):

1
7:4/0 (fl((l;))dv+1. (13)

3 Analiza przezycia i niezawodnosci

Analiza przezycia i niezawodnosci jest szczegdlnym dziatem statystyki. Szcze-
g6lnym ze wzglgdu na zagadnienia, ktérymi si¢ zajmuje, charakterystyczne problemy
w nich wystepujace oraz specyficzne narzedzia.

Obszar zainteresowan analizy przezycia i niezawodnos$ci to zmienne losowe
odpo-wiadajace czasowi uptywajacemu do momentu wystapienia jakiego$ zdarzenia.
Zda-rzeniem takim moze by¢ Smier¢ osobnika w wybranej populacji (stad nazwa —
analiza przezycia), ale tez moment wystapienia awarii pewnego urzadzenia, czy czas
pozostawania bezrobotnym po utracie pracy.

3.1 Funkcja przezycia

Podstawowym obiektem zainteresowania analizy przezycia i niezawodnosci
jest funk-cja przezycia:

F(r) = P(X > z). 14
Jest ona $cisle zwigzana z dystrybuanta zmiennej losowe;j:

F(z)=1-F(x) (15)

i okresla prawdopodobienistwo wystapienia zdarzenia po czasie dtuzszym niz z (np.
prawdopodobieristwo przezycia czasu dtuzszego niz x).
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Dla dwuwymiarowej zmiennej losowej funkcja przezycia jest okre§lona jako

F(z,y) = P(X >x,Y >vy), (16)
a jej zwiazek z dystrybuanta jest nastgpujacy
F(z,y)=1- F,(x) — F,(y) + F(z,y), a7
gdzie F,(x) i Fy(y) sa dystrybuantami brzegowymi.
Granice dwuwymiarowej funkcji przezycia:

F.(z)= lim F(z,y) (18)
Yy—r—00
oraz
Fy(y) = lim F(z,y) (19)

sa jednowymiarowymi funkcjami przezycia.

3.2 Funkcja hazardu

Specyfika niektérych zastosowan analizy przezycia i niezawodnosci sprawia,
Ze wazne staje si¢ “negatywne” uzupetnienie informacji niesionej przez funkcje prze-
zycia. Realizowane jest ono przez funkcje¢ hazardu:

F'()
AMz)dr = Ple < X <z +dz|T < z) = ——=—duz. (20)
F(z)
Funkcja hazardu okresla prawdopodobiefistwo zajscia zdarzenia w jednostce
cza-su, pod warunkiem, ze w danym przypadku do zdarzenia jeszcze nie doszto. Al-
ternatywna reprezentacja funkcji hazardu jest skumulowana funkcja hazardu:

Az) = / " h(t)dt = —log(F(x)). @1)

0

3.3 Obserwacje ucigte

Cecha charakterystyczna zjawisk, ktérymi zajmuje si¢ analiza przezycia i nie-
zawodnoSci jest wystgpowanie obserwacji ucigtych (cenzorowanych). Pojawiaja sig¢
one — w najogdlniejszym przypadku — wtedy, gdy wiadomo jedynie, ze prawdziwy
czas do wystapienia pewnego zdarzenia jest nie mniejszy niz czas zaobserwowany.
Najczestsza przyczyna cenzorowania jest konieczno$¢ zakornczenia badan przed wys-
tapieniem oczekiwanego zdarzenia. Analiza przezycia wyréznia jednak wiele rodza-
jow cenzorowania, kategoryzujac je wedtug réznych kryteriéw (Elektroniczny Po-
drecznik Statystyki, 2006):
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e jedno- i wielokrotne — w zalezno$ci od tego, czy obserwacja wszystkich obiek-
tow konczy sig w tym samym momencie, czy tez ucigcia sa od siebie niezalezne,

e typuli Il — obserwacje koniczy si¢ w ustalonym momencie, lub po wystapieniu
badanego zdarzenia u zatozonej frakcji obiektéw,

e prawo- i lewostronne — ucinanie moze dotyczy¢ poczatku lub konca przedziatu
czasowego.

Formalnie, jesli przez T' oznaczymy czas do wystapienia zdarzenia, a przez Z
czas cenzorowania, to obserwacja® bedzie uporzadkowana para (X, d), gdzie X =
min(7T, Z) a § jest zmienng indykatorowq § = |T < Z].3

Obserwacje ucigte — cho¢ w pewnym sensie ,,niepelnowarto$ciowe” — wnosza
jednak dodatkowa wiedze o badanym zjawisku i narzgdzia stosowane w analizie prze-
zycia musza ten fakt uwzgledniad.

3.4 Nieparametryczna estymacja funkcji przezycia

3.4.1 Estymator Kaplana-Meiera

Jednowymiarowa funkcja przezycia moze by¢ estymowana za pomoca estyma-
tora Kaplana-Meiera (1958), bedacego estymatorem najwigkszej wiarogodnosci. Jego
istotna cecha jest branie pod uwagg obserwacji cenzorowanych.

Niech t; < t; < ... < t,, bedzie n-elementowa proba uporzadkowana,
n; liczba obiektéw, u ktérych zdarzenie nie wystapilo przed czasem t;, a d; liczba
zdarzeri w momencie ;. Estymator Kaplana-Meiera okre$lony jest wzorem:

- i — d;
Fity=]] ”T (22)
ti<t v

Odpowiednikiem estymatora Kaplana-Meiera dla skumulowanej funkcji ha-
zardu jest estymator Nelsona-Aalena:

d;
H(t)=> —. (23)

<t

2 Dotyczy to przypadku cenzorowania prawostronnego.
3 Zapis |p] oznacza funkcje przyjmujaca warto$é 1, kiedy zdanie p jest prawdziwe i wartosé 0 w przeci-
wnym przypadku.
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3.4.2 Estymacja dwuwymiarowej funkcji przezZycia

Sytuacja znacznie komplikuje si¢ w przypadku dwuwymiarowym, kiedy kazda
ze zmiennych moze by¢ cenzorowana niezaleznie — nie istnieje prosty odpowiednik
estymatora Kaplana-Meiera.

Literatura przedmiotu zawiera szereg propozycji nieparametrycznych estyma-
toréw dwuwymiarowych funkcji przezycia. Dobrymi wtasnoSciami wyrdznia si¢ es-
tymator Dabrowskiej (1988, 1989). Jest on jednak (podobnie jak inne propozycje)
skomplikowany, przez co trudny w implementacji i wymagajacy sporych naktadéw
obliczeniowych.

Niech:

Ty, T, —dwuwymiarowa zmienna losowa,
Z1,Z5 —niezalezne czasy cenzorowania,
X1, X2 — dwuwymiarowa zmienna losowa X; = min(7;, Z;),

{(214, ®2i,014,02;), i = 1...n} -n-elementowa préba losowa,
gdzie 5ji = ijq S ij-|

Dla uproszczenie i skrdcenia zapisu przyjeto nastgpujaca konwencje:

f(AS, t) = f(57t) - f(577t)a (24)
f(S7At) :f(57t) _f(87t_>a (25)
f(AS, At) = f(S,t) - f(S,t—) - f(S—,t) + f(S—,t—). (26)
Niech H;; beda pomocniczymi funkcjami przezycia, odpowiednio:

H00(87t) = P(Xl > SaXQ > t)a (27)
H10(87t):P(X1 > s, Xo >t761 :1), (28)
HOl(S t) (X1 > 5, Xo >t,00 = 1), (29)
Hll(s,t):P(Xl >S,X2>t,51:1,52:1). (30)

Funkcje H;; pozwalaja na wyznaczenie skumulowanych funkcji hazardu:

Ay (s,t) / / 1{1{)101 jil Zlv 31
HlO( u, )

A 1) = — , 32

1os, 1) o Hoo(u—,1) 2
}I()l(s7 U)

A 1) = — 33

01(8 ) 0 Hoo(s» ) &3
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Estymacja funkcji H;; jest stosunkowo prosta:

ﬁoo(&t) = %ZL;UM > 8 A g > t], (34)

ﬁlo(s,t):%ZLx1i>s A xzo >t A 6 =1], (33)

ﬁ01(s,t):%ZLx1i>s A o >t A by =1], (36)
i

ﬁll(s,t):%ZLm1i>s/\mgi>t/\(51:1 A b = 1], 37
i

co umozliwia z kolei estymacje¢ skumulowanych funkcji hazardu:

(5,1) / / Hu du, dv) ’ (38)
}ﬁm U—,v—

Aro(s,t) = — " Hioldw,t) : (39)
0 O(U > )

A01(8,t) - _ M (40)
0 Hoo(s,v—)

Ostatecznie estymator dwuwymiarowej funkcji przezycia wyznaczany jest z
zaleznosci:

Fs,t) = F(s,0)- F(0,t)- [] [1 — I(Au, Av)} : 1)
0<u<s
o<v<t
gdzie:
. Ao(Au,v—)Ag; (u—, Av) — Ay1 (Au, A
L(AU,A'U) — 10( 1{7/0 ) Ol(u ) U) A 11( u, U) (42)
|:]. — Alo(AU7 U—):| |:]. — AOl(U—, A’U):|
F(s,0)1 F(0,t) sa jednowymiarowymi estymatorami Kaplana-Meiera:
F(s,0)= ] [1 — Avo(Au, o)} , 43)
u<s
-11 [1 — Aoi(0, Av)} . (44)
v<t
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Dla danych niecenzorowanych estymator ten sprowadza si¢ do zwyklej em-
pirycznej funkcji przezycia.

3.5 Kopuly w analizie przezycia i niezawodnosci

Migdzy dwuwymiarowa funkcja przezycia a jej jednowymiarowymi granicami
zachodzi zalezno$¢ analogiczna do tej, ktérg w terminach dystrybuant opisuje twier-
dzenie Sklara. Niech C bedzie koputa zmiennej losowej (X, Y'). Latwo wykazaé, ze:

F(z,y) = C(Fy(2), Fy(y)), 45)

gdzie:

Clu,v)=u+v—-14+C(1 —u,1—0). (46)

Warto w tym miejscu zwréci€ szczeg6lng uwage na fakt — kluczowy dla proble-
méw poruszanych w niniejszej pracy — ze funkcja C jest koputq, zatem dystrybuanta
— nie funkcja przezycia — zmiennej losowej o jednostajnych rozktadach brzegowych.

4 Modelowanie danych wielowymiarowych

Modelowanie wielowymiarowych danych przy uzyciu koput jest zagadnieniem
ztozo-nym, nawet w przypadku ograniczenia obszaru zainteresowania do grupy koput
archi-medesowskich z jednym parametrem.

Pierwszy z probleméw to koniecznos¢ ,,jednoczesnego” wyboru rodziny koput
1 oszacowania wartoSci jej parametru. Oszacowanie warto§ci parametru koputy nie
jest mozliwe bez znajomoSci jej postaci. Z drugiej strony, wybdr dopasowanego do
danych empirycznych modelu koputy nie jest mozliwy w oderwaniu od wartosci jej
parametru. Zagadnieniu temu po$wigcony jest — w przewazajacej czesci — ten rozdzial.

Drugim problemem jest weryfikacja wynikéw modelowania. Moze mie¢ ona
dwojaka forme:

e potwierdzenie, ze wybrany model lepiej od innych opisuje dane empiryczne,

e potwierdzenie, ze wybrany model odpowiada prawdziwej strukturze zaleznosci
w badanej probie losowe;j.

Propozycja odpowiedzi na pierwsze z tych pytan jest opisany w dalszej czesci
rozdziatu test istotno$ci. Druga z kwestii wykracza poza tematyke niniejszej pracy.

Dodatkowe komplikacje pojawiaja si¢ w przypadku modelowania danych cen-
zorowanych. Najwazniejsza z nich, poruszana juz w rozdziale 3.4, jest estymacja
wielowymiarowej funkcji przezycia.
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4.1 Wybrane aspekty zastosowania koput w modelowaniu danych

wielowymiarowych

Algorytm bedacy przedmiotem niniejszej pracy zostal zaprezentowany w artykule
Chen, Fan (2007) i jest rozwinigciem koncepcji pojawiajacych si¢ wczesniej w pra-
cach Claytona (1978), Genesta i Rivesta (1993) oraz Wanga i Wellsa (2000).
Pierwsza z tych koncepcji, zaproponowana w pracy Genest, Rivest (1993), to
wykorzystanie nieparametrycznego estymatora dystrybuanty kopuly K (v) do wyz-
naczenia parametréow koputy. Jest to mozliwe dzigki udowodnionej przez autoréw
wzajemnie jednoznacznej relacji miedzy kopula archimedesowska a jej dystrybuanta:

¢(9)
¢'(0)

Ponadto autorzy wskazuja na mozliwo$¢ pominigcia etapu posredniego jakim
jest budowa dwuwymiarowej dystrybuanty empirycznej (formalnie niezbgdnej do es-
tymacji K (v)) oraz proponujg oparcie estymatora parametru 6 koputy o dekompozy-
cje wspodlczynnika 7 Kendalla.

Koncepcja powyzsza znalazla rozwinigcie w pracy Wanga i Wellsa (2000). Jed-
nak — inaczej niz poprzednicy — autorzy skoncentrowali si¢ nad modelowaniem struk-
tury zaleznoS$ci dla danych cenzorowanych, wystgpujacych w zagadnieniach analizy
przezycia i niezawodnosci.

Wazna konsekwencja takiego podejscia byta konieczno$¢ wykorzystania nie-
parametrycznego estymatora dwuwymiarowej funkcji przezycia do estymacji dystry-

Kw)=v-—

(47)

buanty kopuly K (v).
Niech zi,...,z, oraz yi,...,y, beda uporzadkowanymi obserwacjami z
dwuwymiarowej préby losowej (x;,y;), ¢ = 1,...,n. Proponowany przez Wanga i

Wellsa (2000) estymator K (v) ma nastgpujaca postaé:

n

- Zi F x“yl > ’U—‘ (AmlvAyz)’ 48)

i=1y=1

gdzie F jest nieparametrycznym estymatorem dwuwymiarowej funkcji przezycia,
natomiast:

F(Az;, Ay;) = F(xi,y;) — Fzio1,y5) — F(zi,yj-1) + F(zi—1,y;-1). (49)

Prezentowane podejscie do estymacji K (v) czyni t¢ procedure bardziej elasty-
czna, pozwalajac na dobdr strategii estymacji dwuwymiarowej funkcji przezycia od-
powiednio do charakteru analizowanych danych losowych, w szczegblnosci do rodza-
ju cenzorowania.

Nastgpnie Wang i Wells (2000) proponuja uzycie K (v) do wyboru modelu
najlepiej pasujacego do analizowanych danych eksperymentalnych sposréd arbitralnie
wybranego zbioru rodzin koput archimedesowskich.
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Podejsécie to wymaga wskazania jakiej$ miary dopasowania poszczegdlnych
modeli do danych losowych oraz kryterium wyboru modelu dopasowanego najlepie;j.
Miara zaproponowana w omawianej pracy jest scatkowany kwadrat r6znicy migdzy
teoretyczng wartoscig dystrybuanty kopuly a jej wyestymowanym odpowiednikiem:

2

S(a) = /5 1 [f((u)—Ka(v)} dv, (50)

za$ metoda wyboru najlepiej dopasowanego modelu sprowadza si¢ do wyboru koputy,
dla ktérej S(«r) ma warto$¢ najmniejsza.

Wyznaczenie K, (v) (aco za tym idzie S(«)) dla konkretnego modelu wymaga
estymacji parametru «, ktéra moze bazowaé na wspétczynniku 7 Kendalla, dzigki
przedstawionej w rozdziale 2.5 zaleznosci:

1

Pa(v)
0 Pa(v)
Zalezno$¢ ta pozwala wprawdzie na stosunkowo proste wyznaczenie para-

metru « na postawie wartosci 7, zasadniczym problemem jest jednak nieparame-
tryczna estymacja wspotczynnika 7 dla danych cenzorowanych.

T=4

dv + 1. (51)

4.2 Algorytm wyboru modelu i estymacji parametréw koputy

Przestawione w rozdziale 4.1 koncepcje zostaly usystematyzowane i rozszer-
zone w pracy Chen, Fan (2007). Polozono w niej nacisk na praktyczne aspekty zas-
tosowania przedstawionej w niej procedury. Przejawia si¢ to — migdzy innymi — kon-
sekwentnie stosowanym i podkreslanym w pracy zatozeniem, ze zadna z rodzin koput
— kandydatéw moze nie opisywaé prawdziwej zaleznosci w rozktadzie, z ktérego
pochodzi préba losowa.

Jest to podejscie bliskie zagadnieniom praktycznym, w ktérych konieczne jest
wybranie, sposréd ograniczonego zbioru dostgpnych modeli, jednego — najlepiej
odpowiadajacego danym eksperymentalnym.

Niech:

T,,T, —dwuwymiarowa zmienna losowa,
Z.,Zy -niezalezne czasy cenzorowania,
X,Y - dwuwymiarowa zmienna losowa: X = min(7T}, Z;), Y = min(Ty, Z,),

{(xz,ywémﬁyz) i=1...n} - n-elementowa préba losowa, gdzie 6,; = |x; <
zzi |, Oyi = |yi < 2yils

{C(u,v, aj), j=1...m} — m-elementowy zbidr koput archimedesowskich — po-
tencjalnych model,
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{K;(v,a;), j =1...m} —dystrybuanty koput {C;}.
Procedura wyboru modelu i estymacji jego parametréw ma nastgpujacy prze-
bieg:
1. nieparametryczna estymacja dwuwymiarowej funkcji przezycia F(z,y),
2. nieparametryczna estymacja dystrybuanty koputy K (v),
3. estymacja parametru « dla kazdej kopuly ze zbioru modeli kandydujacych,
4. wybdr modelu najlepiej dopasowanego do danych losowych,

5. test istotnosci dla kryterium wyboru modelu.

Punkty 1 i 2 nie r6znig si¢ od omawianych juz propozycji zawartych w pracy
Wanga i Wellsa (2000). Estymator dwuwymiarowe;j funkcji przezycia F(z, y) jest jed-
nym z parametréw procedury i jego konkretna postaé, zalezna jest jedynie od wias-
nosci préby losowe;j.

Estymacja dystrybuanty kopulty K (v) odbywa si¢ na podstawie znanej juz za-
leznoSci:

K@) =1=>">"[F(w:,y;) > v] - F(Az;, Ay;), (52)

i=1 j=1

gdzie: 1 < xy < ...xpo0razy; < ys < ...y, sa uporzadkowanymi obserwacjami
z préby losowej {(z;,vy;), ¢ = 1...n}, oraz:

F(Azi, Ayj) = F(xi,y;) — F(zio1,y5) — F(zi,yi—1) + F(xi-1,95-1). (53)

Innowacja w stosunku do omawianych wczesniej metod jest estymacja para-
metrow poszczegdlnych kopul oparta o minimalizacj¢ scatkowanego kwadratu réz-
nicy:

Sj(a;) = /; [f((v) - Kj(u,aj)]zdu, (54)

ktéra w zastosowaniach praktycznych moze by¢ zastapiona suma Riemanna (Wang,
Wells, 2000):

Sa) =3 ) —Kj(w,-,aj)r (0 —vis), (55)
i=1

gdzie: vg = 0, natomiast v; < v9 < ... < v, to uporzadkowany zbidr wartosci

{v; = F(xs,y:), i=1...n}.
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Dla kazdej z koput estymatorem parametru « jest warto$é, dla ktérej scatko-
wany kwadrat r6Znicy osigga minimum:

1 2 R
&; = arg min/ [K(v) — K (v, ozj)} dv = argmin 5 (a;). (56)
3 i

aj

Nalezy zwréci¢ w tym miejscu uwage na fakt, ze nie wszystkie modele {C; } opisuja
prawdziwa forme zaleznosci w rozktadzie, z ktérego pochodzi préba losowa (w szcze-
gblnym, cho¢ nie rzadkim w praktyce, przypadku — zaden z nich). Zatem formalnie
& nie jest estymatorem prawdziwej wartoSci o; a jedynie takiej wartoSci parametru
— o7, ktora najlepiej dopasowuje dany model do analizowanych danych.

Kryterium wyboru najlepiej dopasowanego modelu jest warto$¢ S“j((ij). Ze

zbioru koput {C;} wybierana jest ta, dla ktérej S, (&) osiaga warto$¢ najmniejsza.

4.3 Test istotnoSci dla kryterium wyboru modelu

Ostatnim elementem procedury proponowanej w pracy Chen, Fan (2007), nie
majacym odpowiednika w innych z omawianych prac jest statystyczny test istotnosci
dla kryterium wyboru modelu.

Wyjasnienie jego idei ulatwia rozwazenie przypadku, gdy zbiér dostgpnych
modeli — koput {C;(u,v,)} jest dwuelementowy, a najmniejsza wartos¢ S;(d;)
uzyskano dla modelu C. Hipoteza zerowa i hipoteza alternatywna bytyby w takim
przypadku nastepujace:

Hp: Si(a}) < Sy(ad), Hy: Si(a}) > So(a3).

Odrzucenie hipotezy zerowej skutkowatoby wybraniem modelu Cs, w przypadku bra-
ku podstaw do jej odrzucenia — wybrany zostatby model C;.

Hipoteza zerowa i alternatywna wymagaja nieco innej konstrukcji w przy-
padku, kiedy zbidr rozpatrywanych modeli ma wigcej elementéw. Podobnie jak po-
przednio zatozono, ze modelem odniesienia jest koputa Cf:

Hy: max [Si(af) —S;(af)] <0, Hy: max [Si(af)—S;(af)] > 0.

J=2,...,m J J=2,...,m J
Tym razem, w przypadku odrzucenia hipotezy zerowej wybrany zostalby model ze
zbioru {C}, j = 2,...,m}, dlaktérego wartos¢ S; (&) bytaby najmniejsza. Jak pod-
kreslaja autorzy pracy, tak sformutowany test nie wymaga, aby ktérakolwiek z koput
C; odpowiadata prawdziwej kopule w badanym rozkladzie, réwniez w przypadku
przyjecia hipotezy zerowe;j.

Statystyka testowa w tym tescie jest:

T,= max VT, = max v [$iar) - $(a)], (57)
Jj=2,....m j=2,....m
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a kryterium odrzucenia hipotezy Hy:
Th > Zy, (58)

gdzie Z, jest gébrnym a-percentylem rozkladu statystyki testowej. Rozklad ten — w
ogllnym przypadku — jest nieznany.
Autorzy proponuja zastosowanie procedury ,,naiwnego boostrapu” do aproksy-
macji nieznanego rozkladu statystyki testowe;j:
1. niech {(z},y;,d;,6;;), i = 1,...,n} bedzie proba losowana ze zwracaniem
z oryginalnej proby losowej {(zi,Yi, 0xi, 0yi), © = 1,...,n} a F*, K* i &}
beda wyznaczonymi na podstawie tej proby odpowiednikami F', K oraz é;,

2. niech Ty = maxj—s vn (T;‘n — Tjn), gdzie T ]?“n jest odpowiednikiem T7,,
wyznaczonym na podstawie proby bootstrap,

3. kroki 1-2 nalezy powtérzy¢ wielokrotnie i uzy¢ dystrybuanty empirycznej uzys-
kanych wartosci T, do aproksymacji rozktadu statystyki testowe;j.

5 Implementacja algorytmu

Metoda modelowania danych losowych, oméwiona w poprzednim rozdziale,
zostata zaimplementowana w postaci aplikacji biFail, napisanej w jezyku Java. Z
uwagi na do$¢ skomplikowany algorytm modelowania, celem jaki postawiono bylo
stworzenie poprawnie dziatajacego prototypu, a nie aplikacji przeznaczonej dla uzyt-
kownika koricowego.

Jedyna bibliotekg zewnetrzna wykorzystana w aplikacji biFail jest biblioteka
Apache Math Commons*. Aplikacja uzywa udostepnianej przez nia implementacji
algorytmu Brenta, przeznaczonego do poszukiwania miniméw funkcji rzeczywistych
(Brent, 1973). Algorytm ten zastosowano do estymacji parametru o koputy na pod-
stawie scatkowanego kwadratu r6znicy migdzy teoretycznag dystrybuanta kopuly a jej
empirycznym odpowiednikiem.

6 Eksperymenty numeryczne

6.1 Modelowanie danych

Eksperymenty numeryczne przeprowadzono na sztucznie wygenerowanych
danych losowych pochodzacych z rozkladéw o ustalonych funkcjach przezycia. Po-
dzielono je na trzy etapy.

4 http://commons.apache.org/math/
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Najpierw przetestowano dziatanie algorytmu dla danych niecenzorowanych,
nastepnie dla danych cenzorowanych o jednostajnych rozktadach brzegowych. Os-
tatni etap eksperymentéw dotyczyt danych cenzorowanych o rozktadach brzegowych
normalnych.

Kazdy z etapéw sktadat si¢ z trzech eksperymentéw:

1. koputa Claytona, o = 0.86 (7 = 0.3),
2. koputa Claytona, a = 4.67 (7 = 0.7),

3. koputa Gumbela, a = 2.33 (7 = 0.7).

W kazdym z eksperymentéw przeprowadzono analize 100 losowych prébek,
pochodzacych z identycznych rozktad6w, sktadajacych sig z 200 obserwacji.

Zbiér koput archimedesowskich uzywanych w charakterze modeli sktadat si¢
z koput Claytona, Franka i Gumbela. Na podstawie analizy wykreséw rozrzutu ob-
szar poszukiwan dla & ograniczono, identycznie dla kazdego z modeli, do przedziatu
(1, 50).

6.1.1 Dane niecenzorowane

Wyniki do§wiadczen z danymi niecenzorowanymi przedstawiono w tabeli 1.

W przypadku kopuly Claytona o parametrze = 0.86 model zostal niepo-
prawnie rozpoznany w 20 przypadkach i w kazdym z tych przypadkéw wybierana byta
koputa Franka. Wyjasnieniem tego zjawiska moze by¢ niewielki poziom zaleznoSci
w analizowanych danych (7 = 0.3). Wraz ze spadkiem warto$ci bezwzglednej tego
wspodtczynnika réznice pomigdzy poszczegdlnymi koputami zaczynaja si¢ zacierac.

Srednie wartosci & i S (&) wyznaczono na podstawie tylko tych przypadkéw,
w ktdrych kopula zostata zidentyfikowana prawidlowo. Tak postgpowano réwniez we
wszystkich kolejnych doswiadczeniach.

Wyniki testu istotnosci nie daly podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej w
zadnym z przypadkéw (réwniez w tych, w ktérych wybrany zostat bledny model).
Minimalna warto$¢ granicznego poziomu istotnosci p-value wyniosta 0.75 dla koputy
Claytona i 0.5 dla koputy Franka.

Liczba nieprawidlowo rozpoznanych modeli zmalata do jednego w przypadku
kopuly Claytona o parametrze o = 4.67. W jednym przypadku najlepiej dopaso-
wanym modelem okazata si¢ ponownie koputa Franka. Wzrosta tez doktadno$¢ os-
zacowania parametru kopuly. Tak jak poprzednio w zadnej z analiz nie odrzucono
hipotezy zerowej, a minimalna p-value wyniosta 0.87.

Ostatnia kopula byta koputa Gumbela (o« = 2.33). W czterech przypadkach
zostala rozpoznana jako koputa Franka. Minimalna warto$¢ p-value wyniosta 0.57.
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6.1.2 Jednostajne rozktady brzegowe

Drugi etap eksperymentéw przeprowadzono na danych pochodzacych z roz-
ktadéw identycznych jak w etapie pierwszym, ale kazda z prébek byta cenzorowana
(niezaleznie) rozktadem Weibulla (kK = 3, A = 1.2). Przy doborze parametréw roz-
ktadu Weibulla kierowano si¢ przede wszystkim zatozonym odsetkiem obserwacji
cenzorowanych wynoszacym ok. 0.25.

W przypadku kopuly Claytona (o« = 0.86) i kopuly Gumbela liczba przy-
padkéw blednej identyfikacji modelu wzrosta. Koputa Claytona (aw = 4.67) zostata
rozpoznana bezblednie.

Podobnie jak w przypadku danych niecenzorowanych, nie odnotowano odrzu-
cenia hipotezy zerowej, a minimalne wartosci granicznego poziomu istotno$ci nie od-
biegaly od wynikéw uzyskanych w poprzednim etapie.

koputa Clayton Gumbel
@ 0.86 4.67 2.33
T 0.3 0.7 0.7
btedne rozpoznanie 20 1 4
Srednia & 1.022 4.689 2.311
srednia S(&) 3.727-1074 1.676 - 10~* 2.076 - 1074
odrzucenie Hy 0 0 0

Table 1: Wyniki eksperymentéw dla danych niecenzorowanych

koputa Clayton Gumbel
o 0.86 4.67 233
T 0.3 0.7 0.7

czegsto$¢ cenzorowania 0.253 0.243 0.25
btedne rozpoznanie 26 0 7

Srednia & 1.06 4.487 2.305

Srednia S(&) 3.746-107% | 2.617-107% | 2.684-10*

odrzucenie Hy 0 0 0

Table 2: Wyniki eksperymentéw dla danych cenzorowanych o jednostajnych
rozktadach brzegowych
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6.1.3 Normalne rozktady brzegowe

Ostatnim etapem eksperymentéw byla analiza danych o rozktadach brzego-
wych normalnych N(0.5,0.25). Parametry rozktadéw brzegowych zostaly dobrane
tak, aby utrzymac czgsto$¢ cenzorowania na poziomie podobnym jak w etapie po-
przednim (parametry koput i rozktadu Weibulla pozostaly bez zmian).

Niejednostajne rozktady brzegowe wplynety na prawie dwukrotny wzrost bied-
nych identyfikacji w przypadku koputy Claytona o stabszej zaleznosci i koputy Gum-
bela (cho¢ tutaj ich liczba nadal pozostawatla niewielka). Koputa Claytona o silniejszej
zalezno$ci, podobnie jak w przypadku eksperymentéw z danymi niecenzorowanymi,
nie zostala rozpoznana tylko raz. W tym przypadku spadta dos$¢ wyraznie doktadnosé
oszacowania parametru koputy.

Ponownie nie zaobserwowano wartoSci p-value dajacej podstawy do odrzuce-
nia hipotezy zerowej.

koputa Clayton Gumbel

o) 0.86 4.67 2.33
T 0.3 0.7 0.7

czestos¢ cenzorowania 0.215 0.22 0.215
btedne rozpoznanie 42 1 14

Srednia & 1.018 4.099 2.204

srednia S(&) 4.59-107% | 2.371-107% | 2.494.10*
odrzucenie H, 0 0 0

Table 3: Wyniki eksperymentéw dla danych cenzorowanych o rozktadach brzegowych
normalnych

6.2  Whnioski

Przeprowadzone eksperymenty numeryczne potwierdzily poprawne dziatanie
algorytmu modelowania. Pokazaly tez (mozliwe do przewidzenia) zmniejszanie si¢
jego efektywnosci dla danych o stabej zaleznosci. Wyrazny wptyw na dzialanie algo-
rytmu majq tez rozklady brzegowe prob, choé wplyw ten stabnie przy danych o sil-
niejszych zaleznoSciach.

Nie udato si¢ zaobserwowac przypadku odrzucenia hipotezy zerowej. Wynik
ten nie jest jednak zaskakujacy dla sztucznie generowanych zestawéw danych.
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COMPUTER MODELLING OF MULTIVARIATE DATA USING COPULAS

Abstract: The subject of the paper is constituted by the implementation of the
method of modelling of the censored multidimensional data with the use of the copula,
proposed in the paper by Wang and Wells (2000).

The paper provides the basic information on the copulas, the issues related to
survival and reliability questions, as well as consideration of selected aspects of mod-
elling of the multidimensional data. Then, details are presented of the implementation
of a method for modelling of censored data, along with the results from the numerical
experiments, carried out with the artificially generated random data.

Keywords: copulas, multidimensional data, censored data, modelling, reliability
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