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Streszczenie

W pracy opisano ewolucyjne metody uzyskiwania struktury ,.kernel &
shell” w grafie potaczen. Strukture taka zaproponowali autorzy jako
rozszerzenie znanej i uzywanej w zagadnieniach komunikacyjnych
struktury ,,hub & spoke”, umozliwiajacej przeksztatcanie nieuporzad-
kowanej struktury grafu potaczen, do postaci utatwiajacej rozwigzy-
wanie zlozonych probleméw komunikacyjnych. Zasadg tego typu
przeksztalcen jest wyrdznienie w grafie grupy silnie powigzanych ze
sobg weztéw (hubow), tworzacych strukture ,kernel” — jadro oraz
zwigzanych z nimi lokalnie weztow peryferyjnych, tworzacych
»shell”. Poniewaz zadanie to jest skomplikowane obliczeniowo, uzyto
do tego celu algorytmu ewolucyjnego w kilku wariantach, zaleznie od
mozliwych wymagan rozpatrywanego problemu.

Stowa kluczowe: transport, graf potaczen, ,.hub & spoke”, ,kernel &
shell”, a-klika, algorytm ewolucyjny

1. Wstep

Struktura ,.kernel & shell” (kernel-and-shell lub kernel and shell) w grafie
polaczen jest rozszerzeniem znanej i uzywanej w zagadnieniach komunikacyjnych
struktury ,,hub & spoke” (hub-and-spoke lub hub and spoke), umozliwiajacej prze-
ksztalcanie nieuporzadkowanej struktury grafu polaczen, do postaci ulatwiajacej
rozwigzywanie zlozonych problemoéw komunikacyjnych. Podstawowa ideg tego
typu przeksztalcen jest wyrdznienie w grafie grupy $cisle powigzanych ze soba we-
ztéw, tworzacych strukturg ,.kernel” — jadro oraz zwigzanych z nimi lokalnie we-
ztow peryferyjnych, tworzacych ,,shell”. Mozna taki podziat uznaé réwniez za swoi-
sty klastering grafu, w ktorym to klaster tworzacy kernel ma zawsze doktadnie jeden
wezel wspdlny z kazdym wydzielonym klastrem typu shell.

W zaleznosci od wymagan i struktury grafu wymagane jest, aby wezly, two-
rzace ,.kernel”, stanowily strukture o jak najlepszej jakosci i liczbie potaczen migdzy
weztami. Idealny bylby w wielu przypadkach podgraf pelny, czyli klika. Jesli taka
idealna sytuacja jest niemozliwa (a tak jest w wiekszosci typowych przypadkow), to
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mozemy wymagac, aby stanowity one tzw. o-klike, czyli, w uproszczeniu, niepetng
klike o okreslonych parametrach, zdefiniowang w dalszej czgsci pracy. W ostatecz-
nosci, jesli rozpatrywany graf jest bardzo rzadki, to wymaga si¢, aby ,kernel” byt
przynajmniej podgrafem spdjnym. W przypadku weztéw peryferyjnych, czyli we-
ztow typu ,,shell” wymagania moga by¢ bardziej skomplikowane, gdyz w zaleznosci
od rozpatrywanego problemu mozna zazadaé aby:

e kazdy wezel peryferyjny byl potaczony ze swoim reprezentantem struk-
tury ,.kernel”, tzw. hubem, powstaje wowczas klasyczna struktura ,,hub
and spoke”;

o wezly peryferyjne tworzyly wraz ze swoim hubem klikg, lub, cz¢sciej, -
klike, czyli strukture w ktdrej istotne sa rowniez polaczenia pomiedzy
weztami lokalnymi nalezacymi do jednego hub-a;

o zaréwno dla elementdw struktury ,.kernel” jak i weztow lokalnych istot-
ne moga by¢ nie tylko same fakty istnienia polgczen, ale réwniez wagi
tych potaczen.

Istniejagce powigzania weztow lokalnych z innymi hubami lub weztami lokal-
nymi, nalezagcymi do innych hubdéw sg ignorowane i takie potaczenia sa tworzone
jedynie za posrednictwem odpowiednich hub-6w i sieci polaczen pomi¢dzy nimi.

Uwzglednienie wag potaczen i ewentualnie braku symetrii potaczen w grafie,
to kolejne problemy, ktore moga utrudnia¢ rozwigzywanie tego typu zadan, i ktore
s rozpatrywane w niniejszej pracy.

Struktury potaczen, podobne do wymienionych powyzej, daja wiele korzysci
w stosunku do grafu o nieuporzadkowanej strukturze. Utatwiaja projektowanie no-
wych sieci, umozliwiaja lepsze wykorzystanie istniejagcych zasobow, przy odpo-
wiednio przeprowadzonej reorganizacji, poprawiaja jakos¢ i czgstotliwos¢ potaczen
oraz redukuja ruch w sieci, bez pogorszenia parametréw polaczen. W zwigzku z
takimi zaletami tego typu sieci wazne jest stworzenie metod i narz¢dzi umozliwiajg-
cych transformacje graféw potaczen do wybranych struktur z mozliwoscig uwzgled-
nienia r6znych uwarunkowan rozpatrywanych probleméw. Poniewaz sg to zagad-
nienia o znacznej ztozonosci obliczeniowej, do ktérych nie powstaly jak dotad efek-
tywne metody specjalizowane, do ich rozwigzania wykorzystano odpowiednio przy-
stosowane metody ewolucyjne. Niniejsza praca poswigcona jest w duzej czesci
przedstawieniu tych ewolucyjnych metod przeksztatcania nieuporzadkowanych gra-
fow polaczen do opisanych struktur typu kernel and shell.

2. Pojecia podstawowe

2.1 Podstawowe pojecia zwigzane z grafami

Graf jest parg G=(V, E), gdzie V jest niepustym zbiorem wierzchotkow, a E
jest zbiorem krawedzi. Kazda krawedz jest para wierzchotkdw (v;, v2) takich, ze v,#
v2. Dwa wierzchotki grafu G=(V, E) sa incydentne jezeli v;,v;eVto {v;,v:}€E.

Podgraf grafu G = (V, E) jest grafem G'= (V', E"), gdzie V'cV i E'CE takim,
ze dla kazdego ecF i e={v;,v:} jezeli v;,v; eV'to ecE'.
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Drogq (sciezkq) w grafie G=(V, E) z wierzchotka s do wierzcholka ¢ nazy-
wamy ciag wierzchotkow {v,, ... , v,} taki, ze: {s, vi}€E, {vi, vit;}€E dlan=1, 2, ...,
n-1, {v,, t} €E.

Graf G=(V, E) jest grafem spojnym, jezeli dla kazdych dwodch roznych
wierzchotkdw istnieje droga taczaca te wierzchotki.

Rys. 2.1 Przyktadowy graf Rys. 2.2 Graf pelny

Klikg (podgrafem pelnym) OQ=(Vy, E;) w grafie G=(V, E) jest graf taki, ze
V,=V i E,CE oraz kazda para wierzchotkow v,, v,€V, spelnia warunek: {v;, v>} €E,.

SR

Rys.2.3 Przykladowy graf Rys. 2.4 Kliki w grafie z rys. 2.3.

Na rysunku 2.4 mamy zaznaczone dwie kliki: {1, 3, 5} i klike {2, 3, 5}.

Maksymalng klikq nazywamy klik¢ On=(V,, E,) w grafie G=(V, E) taka, ze
nie istnieje wierzcholek ve Vi ve V, taki, ze Q'=(V', E') jest klika, gdzie V=V U{v}
i E'cFE gdzie kazda para v,, v;€ V' wierzchotkdéw spetnia warunek {v;, v.} €E’

Stopniem wierzcholka w grafie prostym (nieskierowanym) nazywamy liczbe
krawedzi, do ktorych ten wierzcholek nalezy.

Na przyktad, wierzchotek 2 w grafie z rysunku 2.5 ma stopien 3, a wierzcho-
ek 4 ma stopien 5.
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Macierz sgsiedztwa jest macierzg kwadratowg o rozmiarze n rownym liczbie
weztow w grafie. Kazdy jej element, w ogolnym przypadku, pokazuje liczbe krawe-
dzi pomigdzy dwoma dowolnymi wierzchotkami, z zerami na gtdéwnej przekatne;j.
Jest ona jedng z form matematycznego zapisu grafow i jest najczgsciej wykorzysty-
wang formg zapisu informacji o grafie, uzywang w tej pracy. W przypadku wyko-
rzystywanych w pracy graféw prostych i nieskierowanych jest to macierz syme-
tryczna, w ktorej warto$¢ 1 oznacza istnienie krawedzi, a O jej brak. Poniewaz w
wykorzystywanych w pracy pojeciach kliki i a-kliki istotne jest sgsiedztwo wierz-
chotka samego ze sobg (pojedynczy wierzcholek jest a-klikg o =1, czyli klikg), to
zdecydowaliSmy si¢ na umieszczanie 1 rowniez na gléwnej przekatnej macierzy
sasiedztwa, co znacznie ulatwia obliczenia.

Rys. 2.5 Przyktadowy graf Rys. 2.6 Podgraf pelny grafii z rys. 2.5

2.2 a-klika

Niech A=(V«, Ez) bedzie podgrafem grafu G=(V, E), gdzie a<(0,1), VoV,
Eo.CE, k=Card(V2), ki jest liczba wierzcholkow v;e Vi takich, ze {v;, v} €Fa

1. Dlak=1 podgraf 4 grafu G jest a-klikg(c).

2. Dla k>1 podgraf 4 grafu G jest a~klikg(a), jezeli dla kazdego vieVa
zachodzi warunek:

k!+]
k

Wdalszym ciagu, dla oznaczenia a-kliki(e) begdziemy uzywali skréconego
zapisu a~klika (lub alfaklika), rozumiejgc je dla ustalonego wczesniej a.

@2.1)

a<

Wigcej informacji o wlasciwosciach i mozliwosciach wykorzystania a-kliki
mozna znalez¢é w pracach Potrzebowskiego, Stanczaka i Sepa (2006a, b, 2007). Po-
nizej przedstawione zostang niektére wlasciwosci a-kliki.

1. Wezmy dowolny wierzchotek v;, nalezacy do a-kliki A=(V,, Ey).
Niech k=Card(V.,), ki jest liczba wierzcholkow v;e ¥, takich, ze {v;v;} €E,.
Dla a>1/2 mamy ki/k>a>1/2, czyli ki/k>1/2, zatem ki>k/2.
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Z rachunku zbioréw wynika, ze dla kazdych dwoch wierzchotkdw zbiory
wierzchotkéw z nimi incydentnych maja cze$¢ wspolng, zatem graf jest
spojny. Dla a=1/2 odpowiedni graf nie musi spelnia¢ warunku spdjnosci. 1
tak, na przyklad, graf z rys. 2.7 nie jest spdjny.

1
Rys 2.7 Przyktad grafu niespojnego dla. a = E

Zatem dla a > % o-klika jest grafem spdjnym, czyli grafem, w ktéorym dla
kazdych dwoch réznych wierzchotkéw istnieje cigg krawedzi nalezacych do
grafu, taczacych te wierzcholki.

2.Jezeli w grafie istnieje k& wierzchotkowa a-klika(«) to nie kazdy podzbidr
wierzchotkéw tej o-kliki musi by¢ o-klika( @).
Wynika to z zaleznosci:

k k+1

<
n n+1

) b
Rys. 2.8 a) Graf G, 5 wierzcholkowy b) Graf G’ 4 wierzchotkowy podgraf grafu G.

Graf G jest o~klikg dla a = gpodczas gdy graf G’ nie jest a-klika dla a = 2

5
(rys. 2.8)
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Algorytm zachlanny
Maksymalna klika

Niech:

G(V, E) — graf, w ktorym V jest niepustym zbiorem wierzchotkow,
a E jest zbiorem krawedzi,

0- podzbior zbioru wierzchotkow V (klika),

deg(v) — stopien wierzchotka,

maxdeg(G) — wierzchotek o najwigkszym stopniu w grafie G,

remove(G, v) — usuwa z grafu G wierzcholek v oraz wszystkie,
krawedzie do ktorych ten wierzchotek nalezy,

Y(Q)—  podzbidr zbioru wierzchotkow V takich,
ze kazdy wierzcholek z Y jest incydentny ze wszystkimi
wierzchotkami z Q,

Z— graf w ktorym Y jest zbiorem wierzchotkoéw, a zbiorem
krawedzi jest podzbidr zbioru V takich, ze kazda krawedz
jest parg wierzchotkéw (v, v») takich, ze v;# v, oraz vy, v2 € 1,

Cl—- zbior graféw {G1(V1, E1), GA(V>, E>), ..., Gu(Vm, Ex)} takich,
ze VinV=&I dla kazdego i#j oraz i, j=1, 2, ....m, V; UV,
U.LUV=V

Maksymalna klika

procedure max clique (G)
input
v;
E;
output
Q7
begin
Q:=0;
0= Q U maxdeg(G);
while Y (Q)#J do
begin
0= Q U maxdeg(Z);
remove (G, maxdeg(Z));
end;
end;

Dla problemu maksymalnej a-kliki wystarczy, aby zbiér Y(Q) byl takim pod-
zbiorem zbioru wierzchotkéw V, by po dodaniu do zbioru O dowolnego wierzchotka
ze zbioru Y(Q), zbior Q wraz z odpowiednimi krawgdziami byt a-klika.

98



Ewolucyjne metody znajdowania struktur typu ,, kernel & shell” w grafie polgczen

Aby uzyska¢ podziat grafu G(V, E) proponujemy nastepujacy algorytm:

Klastering
procedure cluster (G)
input
Vi
E;
output
Cl;
begin
Cl:=;
while V£J do
begin
Cl=max_clique(G); //Cl{Vi, E;i}
V=V\V;i;
E=E\E;;
end;

end;

Powyzszy algorytm podaje jedno rozwigzanie, ktorego dalej nie modyfikuje.
Algorytm ten jest algorytmem zachtannym, ktory podaje tylko aproksymacje roz-
wigzania optymalnego.

2.3 Kernel and shell

Graf G(V, E) ztozony z dwdch podgrafow:

e grafu spdjnego K(Vi, Ei), begdacego o-klika o wartosci o-ustalonej
w zaleznosci od specyfiki zadania. Graf ten bedziemy nazywali — kernel.

o grafu S(V,, E,) takiego, ze V=V - Vi 1 Es= E — E}, ktory bedziemy na-
zywali shell.

Rys. 2.9. Struktura wejsciowa.
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Rys. 2.10. Odpowiadajqca strukturze wejsciowej struktura kernel and shell.

Pierscieniem w strukturze kernel and shell generowanym przez wierzchotek z
grafu kernel v; bgdziemy nazywali zbidr wszystkich wierzchotkow nalezacych do
grafu shell i potaczonych z wierzchotkiem vy.

Pierscienie nie musza by¢ rozlaczne, ale rodzina wszystkich pierscieni po-
krywa caty shell.

Szczegdlnym przypadkiem struktury kernel and shell jest struktura hub and
spoke opisana przez O’Kelly’ego i Bryana (2002), a zdefiniowana przez Potrzebow-
skiego, Stanczaka i Sgpa (2008).

Struktura hub-and-spoke to graf H,=(V, v Vi ,E), w ktdrym niepusty pod-
zbior V), wraz z odpowiednimi krawedziami wyznacza graf pelny. Kazdy wierzcho-
ek z podzbioru Vi ma stopien 1 i jest potaczony z doktadnie jednym wierzchotkiem
ze zbioru Vj, (Mazbic-Kulma i in., 2008).

Rys. 2.11. Przyklad struktury typu hub-and-spoke.
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Struktura hub-and-spoke (HS) zdefiniowana powyzej moze by¢ zastosowana
w wielu dziedzinach. Uzywajac tej struktury w systemach transportowych (O’Kelly,
1987) uzyskujemy duza koncentracj¢ ruchu pomi¢dzy weztami oraz synchronizacje¢
polaczen, a zatem zwigkszamy jako$¢ ustug. Powoduje to réwniez obnizenie kosz-
tow przewozu pasazeréw. Struktura hub-and-spoke zostata wykorzystana w trans-
porcie miejskim we Frankfurcie nad Odra. Wydzielono tam 4 wezty przesiadkowe
(huby). Wprowadzenie hub-and-spoke spowodowato znaczne zwigkszenie czesto-
tliwosci ruchu. Funkcjonalno$é tego systemu jest szczegdlnie widoczna w godzinach
pozaszczytowych, gdy oferta przewozowa jest juz z powoddéw ekonomicznych
ograniczona.

Ze wzgledu na to, ze w rzeczywistych zadaniach trudno jest uzyskaé struktu-
re hub and spoke, w dalszej cze$ci niniejszej pracy strukturg hub and spoke bedzie-
my nazywali pojecie rozszerzone, gdzie graf hubdéw jest a-klika o o<1, czyli nie
koniecznie klika, a uzyskana struktura jest struktura typu kernel and shell zblizong
do struktury hub and spoke.

Rys. 2.12. Graf wejsciowy.

Sruktura kernel and shell z rysunku 2.13 zawiera tylko roztaczne pierscienie.
W niniejszej pracy bedziemy si¢ zajmowali wylacznie strukturami o roztacznych
pierscieniach.
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Rys. 2.13. Struktura kernel and shell dla grafu wejsciowego z rys. 2.12.

W

] ZINS

Rys. 2.14. Struktura hub and spoke dla grafu wejsciowego z rys. 2.12.

Przykladem moze by¢ optymalizacja potaczen w ruchu lotniczym.
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Rys. 2.16. Odpowiadajgca Rys. 2.15 struktura typu hub and spoke.

103



J. Stanczak, K. Sep

3. Metoda ,,kernel and shell”

Metoda “kernel and shell” jest wlasciwie pewnym ogoélnym schematem
polaczen, strukturg polaczen, wiodaca do uproszczenia projektowanych potaczen w
pewnej sieci. Zawiera ona wiele mozliwosci podziatu grafu potaczen na podgrafy,
tworzace kernel i shell, w zaleznosci od konkretnych wymagan rozwigzywanego
problemu. W niniejszej pracy rozpatrywane sg metody majace pewna wspdlng
cechg. Cechg tg jest roztacznos$é podgrafow tworzacych shell. O ile wezty tworzace
kernel powinny by¢ ze soba $cisle polaczone i stanowig rusztowanie grafu potaczen,
to wezly podgrafu shell polaczone sa tylko ze swoim reprezentantem struktury
kernel (zwanym czg¢sto hubem) i ewentualnie innymi we¢ztami tego samego shella.
Zatozenie o roztacznosci struktur shell nie jest aksjomatem dla tej metody i w
pewnych przypadkach na pewno nie jest konieczne, jednakze w rozpatrywanych tu
problemach jest wykorzystywane, gdyz znaczaco upraszcza proces przeksztalcania
grafu. W przypadku rezygnacji z tego zalozenia roznica miedzy poczatkowa
strukturg grafu polgczen, a koncowa moze by¢ niewielka. Graf, w ktorym beda
dodatkowe polaczenia pomigedzy weztami typu shell, nalezacymi do réznych hubow,
mozna potraktowaé jako posiadajacy dodatkowe huby'. Dlatego tez przy stosowaniu
tego typu nierozlacznych struktur nalezaloby narzuci¢ silne ograniczenia na liczbg
wspolnych wierzchotkdw, co z kolei prowadzi do powstawania najczgsciej
sztucznych ograniczen niewynikajacych bezposrednio ze struktury problemu (chyba,
ze wilasnie takie uwarunkowania w rozpatrywanym problemie wystepuja) i jego
komplikacji. Z tego tez powodu tego typu rozwigzania nie bgda rozpatrywane w tej
pracy, jednakze zadania, w ktorych podgrafy typu shell nie sa rozlaczne sa
przedmiotem dalszych badan autoréw. Wydaje si¢ réwniez, ze w praktycznych
rozwigzaniach czesto potrzebne beda pewne modyfikacje otrzymanych rozwigzan,
przystosowujace je do lokalnych wymagan, ktére beda wymuszaly zastosowanie
dodatkowych potaczen do innych hubdéw Iub dodatkowych polaczen migdzy
weztami lokalnymi, ewentualnie wprowadzenia dodatkowych hubdw. Sytuacja taka
moze zaistnie¢ np. w przypadkach, gdy na podstawie istniejacych polgczen nie da
si¢ zrealizowa¢ zalozonej struktury, bo graf potaczen jest zbyt ,,rzadki” lub tez beda
konieczne modyfikacje w trakcie dzialania struktury kernel and shell na skutek
zmiany struktury przewozow w danym regionie.

W opisanych w tym rozdziale wariantach metody omowione sa rézne jej
realizacje.

3.1 Graf nieskierowany i niewazony

3.1.1 Metoda hub and spoke

Struktura polaczen ,,hub and spoke” jest szczegdlnym przypadkiem struktury
»kernel and shell”. Struktura ta jest najcze¢sciej znacznym uproszczeniem w stosun-

! Oczywiscie mozna rowniez rozpatrzy¢ strukture z réznymi kategoriami weztow typu kernel
1 wyrézni¢ wezty typu kernel nizszej kategorii.
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ku do grafu wejsciowego, gdyz za istotne przyjmuje si¢ tylko polaczenia miedzy
weztami typu kernel, zwanymi tu hubami oraz lokalnymi potaczeniami weziow typu
shell (spoke) do swojego huba.

Otrzymana struktura ma elementy, ktore sa lis¢émi dotaczonymi do swoich
hubow, albo hubami. Potaczenie dwoch lisci odbywa si¢ przez co najmniej jeden
hub w przypadku, gdy liscie naleza do tego samego pierscienia oraz przez przy-
najmniej dwa huby w przypadku, gdy liscie naleza do rdznych pierscieni. Ilustruje to
rys. 4.1. Liczba odwiedzanych po drodze hubow zalezy w duzej mierze od liczby
polaczen w tworzonym przez nie podgrafie i najmniejsza jest wtedy, gdy tworza
klike (2), a najwicksza, gdy jest to lista. Wtedy, w skrajnie niekorzystnym przypad-
ku trzeba po kolei odwiedzi¢ wszystkie huby. Takie rozwigzanie jest jednak najcze-
$ciej malo sensowne i uzyteczne. Najprawdopodobniej transformowany graf jest
bardzo rzadki i z pewnoscig konieczne jest rozwazenie dodania dodatkowych pota-
czen miedzy hubami lub poddawanie go transformacji nie ma sensu.

W przypadku grafu niewazonego istotny jest tylko fakt istnienia potaczenia
pomi¢dzy weztami. Wezly sa przydzielane do podgrafow tylko na podstawie tego
faktu, nie jest brana pod uwage jakakolwiek odleglos¢, potozenie, znaczenie pota-
czenia. Z tego tez powodu nie zawsze taka metoda moze i powinna by¢ stosowana.
Jesli istotne sg jakie$ inne czynniki poza faktem istnienia badz braku potaczenia, to
lepsza bgdzie metoda opracowana dla grafu wazonego.

Metoda hub and spoke transformacji grafu polaczen jest przydatna w sytua-
cjach, gdy w grafie polaczen istotne sg gtdownie polgczenia hubdw ze swoimi we-
zlami peryferyjnymi, transfery miedzy wezlami peryferyjnymi sg na tyle rzadkie lub
niecobcigzajace huby, ze nie sg potrzebne dodatkowe polaczenia migdzy nimi.
Wszelkie transfery lokalne przeprowadzane sg przez lokalny hub. Metody transfor-
macji do omawianej struktury mozna uzy¢ na kilka sposobow:

e liczba hubow i ewentualnie kandydaci na huby lub ich cz¢$¢ sa wyznaczane
wstepnie przed transformacja, pozostalte wezty wybiera algorytm;

e poszukiwana jest minimalna liczba hubdw, ktdra tworzy przynajmniej graf
spdojny z wszystkimi weztami przydzielonymi do hubdéw (widoczne jest, ze
metoda pierwsza powinna operowac liczbami wigkszymi niz wartos¢
otrzymana w tej metodzie);

e liczba hubdw jest dobierana przez algorytm na podstawie struktury grafu
wejsciowego i innych parametréw (stopief potagczenia hubow migdzy soba,
licznosciach weztéw w podgrafach typu spoke. itp.).

Powody wyboru ktérej$ z powyzszych metod transformacji sg dos¢ oczywi-
ste. Metoda druga powinna by¢ stosowana raczej jako metoda umozliwiajaca osza-
cowanie dolnej liczby mozliwych hubow, otrzymane przy jej pomocy rozwigzania
sa raczej malo praktyczne, ale stanowia podstawe dla innych metod.

Metoda pierwsza wraz z np. informacja o minimalnej mozliwej liczbie hu-
béw i ewentualnie pewnymi weztami wyznaczonymi a priori do tej funkcji jest naj-
bardziej uzyteczna, gdyz taka sytuacja wystgpuje najczesciej, np. chcac poprawié
funkcjonowanie pewnego istniejacego uktadu komunikacyjnego z pewnoscia dobrze
jest wybraé na huby powstate juz centra przesiadkowe i dobudowa¢ brakujace niz na
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sile tworzy¢ wszystko od nowa. Z kolei metoda trzecia jest odpowiednia w sytuacji
zupelie nowo tworzonych struktur, ktorym chcemy narzuci¢ pewne ogdlne ograni-
czenia i stworzy¢ strukture odpowiednia dla projektowanej sieci polgczen.

Pewne problemy powstaja, gdy transformowany graf ma bardzo mato pota-
czen itrudno jest go przeksztalci¢ do odpowiedniej struktury, gdyz pojawiaja si¢
wezty niepodiaczone do zadnego z wydzielonych hubdéw. W takiej sytuacji mozli-
wych jest kilka rozwigzan. Niepodtaczone wezty zostana przydzielone do pewnych
hubow na podstawie mniej istotnych kryteriow np. rownowazenia liczby weztéw
podiaczonych do hubow, natomiast konieczne jest wtedy rozwazenie utworzenia
nowego polaczenia migdzy niepodlaczonym weztem, a hubem do ktdrego zostat
przydzielony. Innym mozliwym rozwiazaniem jest utworzenie dodatkowego huba
(z weztdw, ktore staty sie 1isémi), do ktorego ten wezel jest podlaczony.

3.1.2 Metoda alfaklikowa

Metoda alfaklikowa jest druga z rozwazanych wersji struktury kernel and
shell. Jako wersja struktury kernel and shell rowniez posiada silnie potagczony szkie-
let, budujacy strukture weztow tranzytowych — kernel - oraz powigzane z kazdym
weztem kernela struktury typu shell. Wezty tranzytowe stanowig silnie powigzany
podgraf, kazdy za$ z nich posiada swoje wezty lokalne. Podgrafy weztow lokalnych
nie stanowia jednak struktury lisci powiazanych z centrum, a s3a podgrafami
z powigzaniami lokalnymi i stanowia o-kliki o zatozonej wartosci . Praktycznie
warto$¢ « dla pewnego podgrafu G o symetrycznej, zero-jedynkowej (a; {0, 1},
przyjmujemy, ze zawsze a;=1) macierzy sasiedztwa 4 o rozmiarach nxn mozna po-
liczy¢ przy uzyciu nast¢pujacego wzoru:

n-1
azlmin[Za,, ] j=0..n-1 @3.1).

i=0

Strukture taka ilustruje rys. 4.2. Podobnie jak w metodzie hub and spoke, w
grafie polaczen istotna jest tylko obecnos¢ potaczenia, a nie jego waga.

Strukturg alfaklikowa warto jest zastosowac w sytuacji, gdy bardzo istotne sg
réwniez potaczenia miedzy lokalnymi weztami i nie mozna catoscia transferéow lo-
kalnych obcigzy¢ lokalnego huba.

Zastosowana tu metoda opiera si¢ na pojeciu alfakliki, opisanej pelniej w
rozdziale 2.2. Metoda polega na podziale grafu na alfakliki o zadanej lub wyliczonej
wartosci « oraz wydzieleniu podgrafu kernela o jak najwigkszej liczbie potaczen
pomi¢dzy tworzacymi go weztami. W ten sposob, zaleznie od wartosci parametru o
uzyskamy podzial grafu wejsciowego na r6zng liczbg podgraféw typu shell. Dodat-
kowo mozna poda¢ uzupetniajace warunki wymuszajace np. rownowazenie wielko-
$ci otrzymywanych struktur itp.

Metoda ta moze by¢ uzywana na dwa sposoby:
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o czgS¢ lub wszystkie wezty kernela oraz ich maksymalna liczba sg ustalo-
ne a priori, algorytm wyszukuje kandydatow na brakujace wezty kernela
oraz znajduje zawartos¢ podgrafow typu shell;

e narzucana jest warto$¢ « dla podgrafow typu shell, ich zawartos¢ oraz
podgraf weztow typu kernel jest dobierana tak, aby speini¢ narzucone
ograniczenie i jednocze$nie utworzy¢ jak najlepiej potaczony podgraf
typu kernel.

Pierwszy przypadek jest prawdopodobnie bardziej uzyteczny niz drugi, gdyz
w rzeczywistych sytuacjach czg¢sto wiadomo jest, ktore wezty maja sta¢ si¢ elemen-
tami kernela (istniejace duze wezty komunikacyjne, duze i wazne miasta — stolice
panstw, prowincji, itp.), ale jesli struktura polaczen nie jest wczesniej znana i graf
polaczen jest gesty, wtedy druga metoda moze by¢ latwiejsza do zastosowania
i pdzniejszego wykorzystania.

3.2. Graf wazony
3.2.1. Metoda “hub and spoke” w grafie wazonym

W ogdlnych zarysach metoda ta jest zblizona do wersji opisywanej dla grafu
niewazonego. Gléwna rdéznica jest tu uwzglednianie nie tylko samego faktu pota-
czenia migdzy wezlami, ale rowniez jego wagi (zaktadamy, ze wagi sa nieujemne).
W wielu problemach ma to decydujace znaczenie, dlatego tez poswigcono temu za-
gadnieniu osobny podrozdziat.

W metodzie tej otrzymuje si¢ podobna, gwiazdowa strukture sieci potaczen,
jednakze duze znaczenie w kryterium podziatu grafu na struktury typu Aub lub spoke
maja wagi potaczen migdzy weztami. W zwigzku z tym o przydziale do odpowied-
niego huba decyduje oczywiscie obecnos¢ potaczenia (jego brak uniemozliwia taki
przydziatl), jednakze w przypadku istnienia w grafie poczatkowym potaczen do kilku
hubéw, decydujace bedzie to, o najwickszej wadze i tam tez zostanie przydzielony
wezel. W efekcie powstaje struktura, w ktorej lepiej mozna odwzorowa¢ istniejace
uwarunkowania zwigzane z odlegtoscia, natgzeniem ruchu, przeptywem danych,
0s6b lub towardéw niz przy uzyciu metody opracowanej dla grafu niewazonego.

Metody transformacji do omawianej struktury mozna uzy¢ na kilka sposo-
béw, podobnie jak w przypadku grafu bez wag. Wydaje sig, ze poszukiwanie podzia-
Iu 0 minimalnej liczby hubow w tej wersji nie ma wigkszego sensu, gdyz bedzie to
podziat taki sam, jak w przypadku metody nieuwzgledniajacej wag (uwzglednienie
wag nie zmniejszy minimalnej liczby hubdéw mozliwej do wydzielenia w gra-
fie). Wobec tego wyrdzniono dwa sposoby zastosowania metody:

e liczba hubdéw lub huby lub ich czg$¢ sa wyznaczane wstepnie przed
transformacjg, pozostate wezly wybiera algorytm,;

e liczba hubow jest dobierana przez algorytm na podstawie struktury grafu
wejsciowego 1 innych parametrow (stopien potaczenia hubdéw mig¢dzy
soba, licznosciach weztéw w podgrafow itp.).

Charakterystyka i przydatnos¢ obu sposobow zastosowania opisywanej me-
tody jest analogiczna jak w przypadku metody bez wag opisanej w punkcie 3.1.1.
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3.2.2. Metoda alfaklikowa w grafie wazonym

Metoda alfaklikowa w grafie wazonym jest rdwniez rozszerzeniem metody
alfaklikowej bez uwzgledniania wag potaczen, opisanej w punkcie 3.2. Mozliwe jest
zastosowanie jej w kilku wersjach. W wariancie najbardziej zblizonym do metody w
wersji niewazonej wystepuje taka sama metoda obliczania warto$ci a (wg wzoru
3.1), a jedynie promowane sg wersje rozwigzania w ktorych sumy wag potaczen sa
wigksze niz w innych mozliwych. W drugiej wersji do obliczen wykorzystuje si¢
zmodyfikowany wzor na warto$¢ wspotczynnika e, (3.2) z oczywistym naciskiem
na maksymalizacj¢ wszystkich wag polaczen w generowane;j strukturze. o, obliczo-
ne dla podgrafu G o kwadratowej macierzy wag A (bedacej uogdlnieniem macierzy
sasiedztwa) o wyrazach ;>0 (przyjmujemy, ze a;=1) i rozmiarze n, wyraza si¢
wzorem:

n-1
a, :Lmin[ZL(aﬁ +a; )} Jj=0..n-1 (3.2).

2” / i=0 max

We wzorze tym macierz wag A4 okresla istnienie (a;>0) i sil¢ potaczenia mig-
dzy weztami, otrzymywane wartosci a,, s3 za$ znormalizowane przez podzielenie
warto$¢ maksymalnej wagi amqr, Wigc otrzymywana warto$¢ o w dalszym ciggu
zawarta jest w przedziale (0, 1). Mozliwe s3 rdéwniez inne sposoby normalizacji war-
tosci parametru a,.

Metoda ta moze by¢, podobnie jak w wersji niewazonej, uzywana na dwa
sposoby:

e wezly kernela lub ich maksymalna liczba s3 ustalone a priori, a algorytm
wyszukuje kandydatdow na ewentualne brakujace wezty kernela oraz
znajduje zawartos¢ podgrafow typu shell;

e narzucana jest warto$¢ o/« dla podgrafow typu shell, ich zawartos¢
oraz podgraf weztéw typu kernel jest dobierana tak, aby speni¢ narzu-
cone ograniczenie i jednoczes$nie utworzy¢ jak najlepiej (pod wzglgdem
wag) polaczony podgraf typu kernel.

Oba przypadki zastosowania opisywanej metody maja cechy analogiczne do
metody bez wag opisanej w punkcie 3.1.2.

3.3 Metoda ,.kernel and shell” w grafie skierowanym

Mimo, ze opisywane metody zostaly opracowane do zastosowania w grafach
nieskierowanych, to jednak mozna sprobowaé rozszerzy¢ je rowniez na grafy skie-
rowane. W grafie skierowanym mozliwe jest wykorzystanie metody kernel and shell
w obu opisywanych wariantach — metodzie alfaklikowej i metodzie hub and spoke.
Pojawiajg si¢, co prawda, trudnosci z interpretacja pewnych poje¢ w sytuacjach, gdy
np. istniejg tylko polaczenia w jedng strone lub polgczenia ujemne. Mozna zatozy¢,
ze potaczenie tylko w jedng strong jest polowa polaczenia w obie strony i aby poli-
czy¢ np. warto§¢ a w wersji skierowanej mozna zastosowa¢ wzor (3.3):
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a, :%min(iqae‘/|+|‘1n|)} Jj=0..n-1 G-3)

J
n i=0

Lo (] .
a"‘.zﬂmlm[Z—(laﬁh‘a,,D} Jj=0.n-1 (3.4)

i=0 max

w wersji bez uwzglgdniania wag, lub wzér (3.4) w wersji wazonej. W przypadku
réznych wag w obie strony wypadkowa wielkos¢ bedzie ich srednia arytmetyczna.
Mozliwe jest rowniez zazadanie istnienia potaczen w obu kierunkach i
uwzgledniania tylko takich potaczen. Wartosci ujemne nie stanowig problemu, gdyz
okreslaja kierunek transferéw, wobec czego we wzorach nalezy uzy¢ wartosci
bezwzglednych. W ten sposdb mozliwe jest uzycie metody alfaklikowej zarowno w
wersji z zalozong wartoscig o jak i zalozong liczba wezlow typu kernel.

Trudniejsza sytuacja jest w przypadku metody hub and spoke, w ktérej moga
wystapi¢ opisywane wyzej problemy z interpretacja potaczen tylko w jedng strong.
W metodzie hub and spoke wazne jest istnienie potagczen pomigdzy kazdym weztem
typu spoke i jego hubem. W przypadku, gdy potaczenie istnieje tylko w jedng strong
jest to pewien problem. Dlatego tez nalezy zatozy¢, ktory rodzaj potaczenia jest
odpowiedni dla rozpatrywanego problemu i wtedy mozliwe jest stosowanie obu
wersji metody hub and spoke tak, jak to opisano w 3.2.1.

4. Metody ewolucyjne rozwiazywania probleméw typu kernel & shell

4.1. Metoda wykorzystujaca strukture a-klikowa przetwarzania grafu

polaczen do postaci kernel and shell w grafie niewazonym

a-klikowa metoda przetwarzania grafu potaczen do struktury kernel and shell
zawiera dwie mozliwosci takiej transformacji: wersj¢ z ustalona a priori liczba hu-
bow i metodg z zatozong wartoscig o dla podgrafow sktadajacych si¢ z lisci. Tego
typu struktur¢ polaczen warto jest stosowaé wtedy, gdy transfery pomig¢dzy weztami
podiaczonymi do wezta typu hub sa na tyle duze, ze w sposob znaczacy obcigzalyby
hub i wobec tego nalezy umozliwi¢ niezalezne od huba transfery pomiedzy weztami.

4.1.1. Struktura o-klikowa z narzucong liczbg lub narzuconymi wezlami typu
kernel

Zakodowanie problemu, wykorzystywane w algorytmie ewolucyjnym, roz-
wigzujacym ten problem przedstawione zostalo na rys. 4.1. Pokazana tam struktura
osobnika zawiera tablice z okreslona liczba o-klik, tworzacych shell oraz wydzielo-
nymi (wybranymi a priori lub przez program) we¢zlami — reprezentantami
w strukturze typu kernel.

Podgraf weztow typu kernel tworzy strukture o jak najwigkszej liczbie kra-
wedzi migdzy jego weztami. Metoda stara si¢ maksymalizowac t¢ wielkos¢ W przy-
padku narzucenia konkretnych weztow, z ktérych ma sktada¢ si¢ struktura typu ker-
nel, nie jest oczywiscie mozliwe powigkszenie liczby polaczen pomigdzy nimi, na-
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tomiast, jesli narzucona jest tylko pewna ich liczba lub cze¢s$¢ kandydatow na huby,
to metoda ma mozliwos¢ tak dobra¢ pozostate wierzcholki, aby liczba tych polaczen
byta jak najwicksza.

number of nodes in e-cliques

kernel

coefficients of operators quality

NN

1345]0.46[1.24[6.01[4.15] 417 [2.08 | 1.11

number of genetic operator chosen to modify the solution
Rys. 4.1. Zakodowanie rozwigzania (osobnika) w metodzie opartej na strukturze o-klikowej z
ustalonymi wezlami tvpu kernel.

W idealnym przypadku wezty typu kernel powinny tworzy¢ klike, ale w rze-
czywistych przypadkach, gdy graf polaczen jest dos¢ rzadki, istotne jest, aby wierz-
cholki te tworzyly przynajmniej graf spojny. Warunek ten jest sprawdzany w trakcie
obliczen i wymuszany przy uzyciu odpowiedniej funkcji kary (4.1). W symulacjach
komputerowych uzyta zostata nastepujaca funkcja celu:
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1 n
=a,. —(l-ay)—— k-1,
Ql min ( I\) k;( i I)

4.1
9 gdy 0,<0 @D

O *m gdy @20

max Q =

gdzie:

n — liczba narzuconych podgrafow typu shell,

k — liczba wszystkich weztow w grafie,

ki — liczba wezltow w i-teja-klice,

/; — liczba polaczen pomigdzy hubem i-tego shella a pozostatymi jego weztami,
m — liczba spdjnych sktadowych podgrafu kernela (powinna wynosic¢ 1),

Omin — minimalna warto$¢ o w wyznaczonych o-klikach tworzacych shell,

ax — wartos¢ o wyznaczonej o-klice tworzacej kernel.

Dlaczego zostat wybrany taki wzor funkcji dopasowania, a nie inny? Tak, jak
to juz zostalo wspomniane, wzor jest tworem sztucznym, ktdry ma zapewnié odpo-
wiednie parametry otrzymanego rozwigzania, nie wynika za$ jednoznacznie z ja-
kichs whasciwosci optymalizowanego zadania. Taka posta¢ wzoru jest tez produktem
pewnej ewolucji, w ktorej metoda préb i bledow powstawala formuta, dzieki ktorej
powstawaty rozwiazania o odpowiednich cechach. Oczywiscie na pewno mozliwe
jest zastosowanie innych jego postaci z prawdopodobnie lepszym nawet skutkiem,
szczegolnie, jesli uzytkownik bedzie miat nieco inne oczekiwania. W podobny spo-
sob powstaty rowniez i pozostale wzory na funkcje celu w tej pracy, poza przypad-
kiem prostej minimalizacji liczby mozliwych do zastosowania hubow.

Specjalizowane kodowanie problemu w AE wymaga zastosowania specjali-
zowanych operatorow genetycznych, modyfikujacych populacje rozwigzan. Do
rozwigzania omawianego problemu zaprojektowano nastgpujace operatory gene-
tyczne:

e mutacja — losowa wymiana losowo wybranych weztow w wylosowanych
podgrafach (a-klikach),

e przeniesienie losowo wybranego wezla pomiedzy wybranymi podgrafa-
mi

e wylosowanie nowego wezta typu kernel w wybranej a-klice (ten opera-
tor jest nieaktywny dla ustalonych a priori we¢ztow typu kernel),

e inteligentne” przeniesienic — wykonywane tylko wtedy, gdy operacja
przynosi poprawe funkcji dopasowania zadania.

4.1.2. Struktura a-klikowa z narzucong wartosciqg o

W przypadku tak postawionego zadania, brak jest narzuconej liczby lub
samych weztdow typu kernel, natomiast narzucona jest minimalna warto$¢ o na
podgrafy tworzace shell. W zwiazku z tym program sam dobiera strukturg
rozwiazania, aby by¢ w zgodzie z tym warunkiem. Liczba weztéw typu kernel, a co
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za tym idzie, liczba struktur typu shell (o~klik) nie jest znana i moze by¢ zmienna w
trakcie obliczen, jednakze program, optymalizujac funkcj¢ dopasowania (4.2)
z uwzglednieniem narzuconego ograniczenia na wartos¢ ¢, sam tworzy odpowiednia
strukturg grafu wynikowego. W zwiazku z tymi zmianami struktura zakodowania
tego problemu jest nieco inna niz w poprzednim przypadku, przedstawia ja rys. 4.2.

number of nodes in o-cliques

number 8
of —_—>
a-cliques
o
selected nodes
- hubs

tables of nodes in e-cliques
coefficients of operators quality

AN
\1 Y
|3.45 0.46 | 1.24 |6.01 |4.15|4.17 | 2.08 1.11!

number of genetic operator chosen to modify the solution
Rys. 4.2. Zakodowanie rozwigzania (osobnika) w metodzie opartej na strukturze o-klikowej z
liczbg wezlow typu kernel okreslong posrednio przez podane parametry.

Funkcja celu uzyta do rozwiazania tego zagadnienia:

n
max Q = nlmZ[ki —E—k,-
=l

n

[ h;
+L—-1+—L-1 4.
Pt i J (4.3)

gdzie:

n — liczba wydzielonych przez metod¢ graféw typu shell,

k — liczba wszystkich weztéw w grafie,

ki — liczba weztow w i-tej a-klice,

l; — liczba potaczen pomigdzy hubem i-tego shella a pozostalymi weztami w tym
shellu,

m — liczba spdjnych sktadowych podgrafu kernela (powinna wynosic¢ 1),
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h; — liczba polaczen pomigdzy hubem i a pozostatymi hubami.

Przedstawiona powyzej funkcja dopasowania (4.3) promuje rozwigzania o
jak najmniejszej liczbie wydzielonych podgrafow typu shell (wartos¢ funkcji
dzielona jest przez n), najlepiej o liczbie wierzchotkéw jak najmniej odbiegajacej od
wartosci sredniej(k/n), zapewniajac spojnosé podgrafu kernela (najlepiej jesli m=1),
maksymalizujac liczbe polaczen pomig¢dzy weztami typu kernel (hi/n-1) oraz liczbg
potaczen pomigdzy kazdym weztem typu kernel 1 weztami w jego shellu (//n-1).

Zastosowane operatory moga w efekcie swojego dzialania tworzyé
rozwiazania niedopuszczalne z o-klikami o nizszej niz narzucona wartosci o, W
takiej sytuacji wprowadzone modyfikacje sa anulowane i rozwiazanie pozostaje bez
zmian. Stosowanie algorytmow naprawczych byloby w tej sytuacji do$é
skomplikowane i1 kosztowne obliczeniowo, dlatego tez zrezygnowano z ich
stosowania. Rozwigzania przetwarzane przez algorytm sg caly czas umiejscowione
w dziedzinie rozwigzan dopuszczalnych i wobec tego zawsze istnieje pewnosé, ze
otrzymany wynik jest poprawny. Oczywiscie zastosowanie mozliwosci
wystgpowania rozwigzan niedopuszczalnych i odpowiednich funkcji kary tez jest
mozliwe, niemniej jednak nie zostalo tu zastosowane. Uzyto nast¢pujacych
operatorow genetycznych:

e mutacja — losowa wymiana losowo wybranych weztéw w wylosowanych
podgrafach (a-klikach),

e przeniesienie losowo wybranego wezta pomigdzy wybranymi podgrafami;
wylosowanie nowego wezta typu kernel w wybranej a-klice (ten operator
jest nicaktywny dla ustalonych a priori weztow typu kernel),

e konkatenacja — operator probuje 1aczyé, szczegdlnie mate podgrafy, w
jeden podgraf,

e inteligentne” przeniesienie — wykonywane tylko wtedy, gdy operacja
przynosi poprawe¢ funkcji dopasowania zadania.

4.2. Struktura hub and spoke w grafie niewazonym

Zastosowania praktyczne struktury hub and spoke koncentruja si¢ na
przypadkach, w ktérych transfery pomiedzy weztami shella sg nieistotne i nie
obciazaja istotnie huba, wobec tego bezposrednie powigzania miedzy nimi sa
niepotrzebne. Wobec tego struktury shell w tym przypadku nie sa a-klikami, lecz
strukturami sktadajacymi si¢ z korzenia (hub) i lisci (spokes). Korzenie, czyli huby
s3 natomiast polaczone ze sobg jak najgesciej 1 najlepiej, zeby tworzyly graf pelny,
podobnie jak w przypadku struktury a-klikowej w kernel and shell.

4.2.1 Struktura hub and spoke z narzucong liczbg hubow

Zgodnie z ogodlna zasada charakteryzujaca opisywany sposob podejscia do
tworzenia struktur kernel and shell w grafach polaczen, huby komunikacyjne
powinny tworzy¢ sie¢ jak najgesciej potaczonych weztdw, najlepiej klike lub o-
klike o wysokiej wartosci ¢, a w ostatecznosci przynajmniej podgraf spojny.
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W rozpatrywanym przypadku nie tylko liczba, lecz réwniez pewne wezlty moga by¢
narzucone, np. istniejace juz wezlty kolejowe lub lotnicze, nawet jesli wediug
obiektywnych kryteridw powinny by¢ zastgpione innymi, to jednak w praktyce
koszty budowania nowych bylyby zbyt wielkie i z pewnoscia nalezy pozostawié
i wykorzysta¢ juz istniejace.

Wezty shella (spokes) sa natomiast lis¢mi podlaczonymi do swoich hubow.
W rozwiazaniu zadania istotne jest, aby wszystkie wezty typu spoke zostaly
powiazanie z hubami. W pewnych sytuacjach np., gdy graf potaczen jest bardzo
rzadki i podana liczba hubdw jest mniejsza od minimalnej, zapewniajacej spdjnosc
grafu  wynikowego 1lub gdy algorytm nie moze znalezé rozwigzania
dopuszczalnego?, to moze sie zdarzy¢, ze pozostang pewne wezly niepowigzane z
istniejgcymi hubami, wtedy trzeba rozpatrzy¢ mozliwo$¢ dodania dodatkowych
hubéw Iub dodatkowych potaczen tak, aby powstate rozwigzanie tworzylo graf
spojny. Reakcje programu na pojawiajace si¢ rozwigzania niedopuszczalne mozna
zdefiniowaé dwojako. W pierwszym przypadku program bedzie staral sig
minimalizowa¢ liczb¢ niepodlaczonych weztdéw typu spoke, co mozna latwo
zapewni¢ przez dodanie do funkcji dopasowania cztonu, bedgcego funkcjg kary
zalezng od liczby niepodtaczonych weztéw. W drugim przypadku mozna pozwoli¢
programowi wybraé¢ dodatkowe huby, dzigki ktorym nie pojawia si¢ niepodtaczone
wezly typu spoke. Struktur¢ zakodowania tego problemu w algorytmie
ewolucyjnym przedstawia rys. 4.3. Rozwigzanic zawiera wybrane przez
uzytkownika lub program huby o okreslonej liczbie z dobranymi do nich przez
program wezlami typu spoke. Oprocz tego osobnik zawiera dodatkowe dane,
wymagane przez AG.

Funkcja dopasowania, zastosowana w tym przypadku metody hub and spoke
promuje rozwiazania, w ktérych wezty typu kernel (huby) tworza migdzy sobg jak
najgestszg sie¢ potaczen ((h+1)/n) z podgrafami typu shell o jak najwickszych i
wyrownanych rozmiarach (|(k-n)/n-ki|) oraz o spdjnym podgrafic weztow typu
kernel (1/m):

IR [k
maxQ—mZ(k,» | n b

i=l1

h;+1 J
+ (4.4)

n
gdzie:

n — ustalona liczba wezlow typu kernel,

m — liczba spdjnych sktadowych powstatego grafu typu hub and spoke,
ki — liczba wezléw nalezacych do shella potaczonego z hubem 7,

k —liczba wezléw w calym grafie

h; — liczba polaczen pomigdzy hubem i a pozostatymi hubami.

2 Zawsze nalezy pamigtaé, ze opisywane metody rozwigzan sg tylko metodami przyblizony-
mi, nie dajacymi gwarancji znalezienia optimum lub rozwiazania dopuszczalnego.
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coefficients of operators quality
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number of genetic operator chosen to modify the solution

Rys. 4.3. Struktura rozwigzania zakodowanego w osobniku populacji AE dla przypadku
metody hub and spoke z narzucong liczbg hubow.

Opisywane zagadnienie mozna rozwigzaé za pomoca operatorow
genetycznych zblizonych do zastosowanych w metodach a-klikowych, jednakze
przy sprawdzaniu wykonalnosci operatora oraz prawidlowosci rozwigzania po
modyfikacji, sprawdzane sa inne warunki. Przede wszystkim istotne jest, aby wezet
przenoszony pomi¢dzy réoznymi podgrafami typu shell, miat potaczenie z nowym
hubem. Jesli nie ma, to operacja jest anulowana, w przypadku stosowania operatora
wielokrotnego, proba jest ponawiana kilkakrotnie z réznymi wylosowanymi
weztami  przenoszonymi i miejscami  docelowymi. Zestaw zastosowanych
operatorow genetycznych sktada si¢ z:

e mutacji — wymiana losowo wybranych we¢zlow w wylosowanych pod-
grafach typu shell,

e  przeniesienia losowo wybranego wezta pomigedzy wybranymi podgrafa-
mi typu shell,

e wymiany losowo wybranego huba na wylosowany wezet typu spoke —
ten operator jest nicaktywny, gdy wezly sa wyznaczone przez uzytkow-
nika,

e inteligentnego" przeniesienia — wykonywanego pomi¢dzy we¢ztami na-
lezacymi do réznych podgraféow typu shell tylko wtedy, gdy operacja
przynosi poprawe funkcji dopasowania zadania.

o wystepujg takze wielokrotne wersje operatorow o losowanej z pewnego
przedzialu wartosci liczbie powtorzen.
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4.2.2 Struktura typu hub and spoke z dobranymi przez algorytm weztami typu
kernel

W przypadku, gdy zezwolimy, aby metoda sama dobrala najlepszy uktad
weztéw typu hub i podlaczonych do nich weztow typu spoke, zakodowanie
rozwigzania przybiera posta¢ przedstawiong na rys. 4.4. Poniewaz liczba hubow nie
jest znana, musi by¢ ona dobrana przez algorytm i pamig¢tana w kazdym
rozwiazaniu, gdyz w kazdym moze by¢ inna. Funkcj¢ dopasowania dla tego
przypadku przedstawia wzor (4.5).

The number
of hubs

3

SPOKES

coefficients of operators quality
e AR
N a
345|046 (124 |6.01 | 415|417 | 2.08 1,11!
EN

number of genetic operator chosen to modify the solution
Rys. 4.4. Struktura zakodowania rozwigzania dla przypadku z dobranymi przez algorytm
wezlami typu kernel.

I < k- h+1
maxQ=n*mZ[k,-—| ”—k,-)+ - J (4.5)

i=l

gdzie:

n — wyznaczona przez program liczba hubow,

m — liczba spojnych sktadowych grafu potaczen,

ki — licznos¢ shella i (weztéw przynalezacych do huba i),
k — liczba weztow w calym grafie,

h; — liczba potaczen pomi¢dzy hubem i a pozostatymi hubami.

Funkcja dopasowania (4.5) promuje rozwigzania o duzych rozmiarach
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podgraféw typu shell, najlepiej o rozmiarze réwnym s$redniej liczbie weztdow w
shellu (|(k-n)/n-ki|), zapewniajac spdjnosé¢ grafu (I//m — powinno by¢ réwne 1),
maksymalizujac liczb¢ potaczen pomi¢dzy hubami ((hi+1)/n-1).

Zbior operatorow genetycznych, stosowanych w tym przypadku zawiera:

e mutacj¢ — wymian¢ losowo wybranych weztow w wylosowanych pod-
grafach typu shell,

e przeniesienie losowo wybranego we¢zta pomi¢dzy wybranymi podgrafa-
mi typu shell,
wymiany losowo wybranego huba na wylosowany wezet typu spoke,
"inteligentne" przeniesienie — wykonywane pomiedzy weztami naleza-
cymi do rdznych podgrafow typu shell tylko wtedy, gdy operacja przy-
nosi poprawe funkcji dopasowania zadania,
konkatenacja — taczenie grup typu shell wraz z hubami w jedna calos¢,
wystepuja takze wielokrotne wersje operatorow o losowanej z pewnego
przedziatu wartosci liczbie powtorzen.

4.2.3 Struktua typu hub and spoke z minimalng liczbg wezlow typu hub

Struktura hub and spoke z minimalna liczba w¢zlow jest szczegolnym przy-
padkiem wersji z dobieranymi przez algorytm weztami typu kernel. Zakodowanie
problemu jest identyczne jak w p. 4.2.2, przedstawione na Rys. 4.4., natomiast funk-
cja dopasowania jest inna, przedstawia ja wzor 4.6:

minQ=n*m (4.6)
gdzie:
n — liczba wyznaczonych hubdw,
m — liczba spdjnych sktadowych grafu.

Funkcja dopasowania promuje w tym przypadku rozwigzania, ktore sa
grafami spdjnymi i jednoczes$nie posiadaja jak najmniej hubow. Algorytm stara si¢
wystartowaé od rozwigzan dopuszczalnych, czyli dobiera tyle hubdw, aby graf byt
spojny i minimalizuje ich liczbe, zachowujac spojnosé. Jesli nie da si¢ utworzyé
grafu spdjnego na zadnym etapie obliczen, to oczywiscie otrzymane rozwigzanie nie
jest konstruktywne i nie wnosi uzytecznej informacji. By¢ moze s$wiadczy o
niespdjnosci calego grafu, co oczywiscie mozna sprawdzi¢ przed obliczeniami.

Zbior operatorow genetycznych, stosowanych w tym przypadku jest
identyczny jak w opisanym w punkcie 4.2.2.

4.3. Metoda wykorzystujgca strukture o-klikowa przetwarzania grafu pola-
czen do postaci kernel and shell w grafie wazonym

W wielu przypadkach operowanie na grafach, w ktorych wagi potaczen
pomiedzy weztami sa nieistotne, moze by¢ sztuczne i slabo powigzane
z rzeczywistoscia. Prawie zawsze odlegltos¢, przepustowos¢, obcigzenie,
niezawodnos¢ i tym podobne czynniki majg znaczenie przy transporcie réznego
rodzaju ddbr, towarow, pasazeréw, danych, a odbiciem tych zjawisk sa analizowane
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i transformowane grafy polgczen. Oczywiscie podstawowe znaczenie w
transformacji graféw majg ograniczenia, ktére wymuszaja okreslong postaé i
strukture takiego grafu oraz spetlienie ograniczen na spojnos¢ grafu, jednakze w
wielu wypadkach mozliwe sa rézne alternatywne konfiguracje grafu wynikowego i
w tym przypadku uwzglednienie wag potaczen moze decydowaé o tym, ktéra z nich
jest korzystniejsza, a ktora nie. W wigkszosci przypadkéw metody zastosowane w
AE rozwiazujacym zadania zwiazane z grafami wazonymi sg do$¢ podobne do tych,
omawianych przy okazji grafow niewazonych, dlatego tez w nastgpnych
podrozdziatach omdwione zostang gtéwnie rdznice pomigdzy zastosowanymi
rozwiazaniami, a tym, co opisano w odpowiednich podrozdziatach poswigconych
grafom niewazonym.

4.3.1. Struktura a-klikowa z okreslong a priori liczbg lub wezlami typu ker-
nel w grafie wazonym

Podobnie jak w przypadku analogicznej struktury w grafie niewazonym, w
grafie potaczen huby komunikacyjne powinny tworzy¢ sie¢ jak najgesciej potaczo-
nych we¢zlow, najlepiej strukture przypominajaca klik¢ lub a-klik¢ o wysokiej war-
tosci o, a W ostatecznosci przynajmniej podgraf spdjny, zapewniajac spojnosé ca-
femu grafowi. Jednakze w przypadku grafu wazonego zamiast « zdefiniowanego
wzorem (3.1), uzyta jest warto$¢ o, w ktorej nie liczy si¢ tylko sam fakt polaczenia
pomigdzy weztami, ale tez jego waga (3.2).

Lokalizacja czesci lub wszystkich weztow typu kernel jest narzucona, zgod-
nie zapewne z juz istniejagcymi obiektami. Jednakze elementy nienarzucone sg wy-
bierane tak, aby wagi potaczen pomigdzy nimi, a wybranymi uprzednio wezlami
typu kernel byly jak najwicksze.

Wezly shella tworza podgrafy - o-kliki o rdwniez jak najwyzszej wartosci
parametru ¢, lecz rdwniez o przypisaniu do alfakliki decyduja wagi pomi¢dzy we-
ztami. Preferowane sa polaczenia o wigkszych wartosciach wag. Rozwigzanie za-
wiera wybrane przez uzytkownika lub program wezly typu kernel o okreslonej licz-
bie, z dobranymi do nich przez program weztami shella. Oprocz tego osobnik zawie-
ra dodatkowe dane, wymagane przez algorytmy ewolucyjne.

W symulacjach komputerowych uzyta zostala nastepujaca funkcja celu:

O =, wn—(-a, ¢)- Z(k

0) 4.7)

= ad <0
max Q=4 m gdy O

O *m gdy @20

gdzie:

n — liczba narzuconych grafow typu shell,
k —liczba wszystkich weztow w grafie,

ki — liczba weztow w i-tejar-klice,
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l; — liczba potaczen pomigdzy hubem i-tego shella a pozostalymi wezlami w tym
shellu,

m — liczba spojnych sktadowych podgrafu kernela (powinna wynosi¢ 1),

aw min — Minimalna warto$§¢ o wazonego w wyznaczonych a-klikach, tworzacych
shell,

ay k —warto$¢ a wazonego w wyznaczonej a-klice, tworzacej kernel.

Funkcja celu (dopasowania) sklada si¢ z kilku elementow, ktore maja za za-
danie zapewni¢ rozwigzania najbardziej odpowiadajace warunkom zadania.
W zwigzku z tym funkcja dopasowania (4.7) stara si¢ wypromowa¢ rozwiazania,
w ktorych podgraf weztow, tworzacych strukture kernel ma warto$¢ jak najblizsza 1
(maksymalizacja o k). Oczywiscie w przypadku rzadkiego grafu potaczen jest to
niemozliwe do osiagnigcia, wigc istotne jest, aby podgraf ten byt przynajmniej spdj-
ny (z m=1). Jesli znalezienie takiego rozwigzania réwniez bedzie niemozliwe, to
moze to oznaczaé, ze przetwarzany graf potaczen jest niespdjny, choé oczywiscie
jest mozliwe, ze zastosowany algorytm genetyczny nie moze znalez¢é wlasciwego
rozwiazania, gdyz jest to tylko metoda przyblizona. a-kliki tworzace shell rowniez
powinny charakteryzowac si¢ jak najwyzsza wartoscia o (funkcja celu maksymali-
ZUje O min — NAjnizsza warto$¢ o, w wyznaczonych a-klikach shella) oraz jak naj-
wiecej weztow shell powinno mie¢ bezposrednie polgczenie ze swoim hubem (op-
tymalna jest zerowa warto$¢ sumy w ostatnim czlonie géornego wzoru (4.7)).

Specjalizowane kodowanie problemu w AE wymaga zastosowania specjali-
zowanych operatorow genetycznych, modyfikujacych populacje rozwigzan. Do
rozwigzania omawianego problemu zaprojektowano nastepujace operatory gene-
tyczne:

e mutacja — losowa wymiana losowo wybranych w¢ziéw w wylosowanych
podgrafach (a-klikach),

e przeniesienie losowo wybranego we¢zta pomi¢dzy wybranymi podgrafa-
mi;

e wylosowanie nowego we¢zta typu kernel w wybranej a-klice (ten opera-
tor jest nieaktywny dla ustalonych a priori wegztow typu kernel),

e inteligentne" przeniesienie — wykonywane tylko wtedy, gdy operacja
przynosi poprawe funkcji dopasowania zadania.

4.3.2. Struktura o-klikowa z narzucong wartoscig o w grafie wazonym

W tym przypadku narzucona jest minimalna warto$¢ «, na podgrafy
tworzace shell. Mozliwe jest tez narzucenie wartosci o, na wezly podgrafu typu
kernel, lecz najprawdopodobniej tagczne wmuszanie tych warunkéw nie powiedzie
si¢. Liczba weztow typu kernel, a co za tym idzie, liczba struktur typu shell (a-klik)
nie jest znana i jest zmienna w trakcie obliczen, jednakze program, optymalizujgc
funkcj¢ dopasowania (4.8) z uwzglednieniem narzuconego ograniczenia na wartosé
a, sam tworzy odpowiednia struktur¢ grafu wynikowego.

Funkcja celu uzyta do rozwigzania tego zagadnienia:
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k_y
n

n
max Q0 = n;ﬂZ[k, -

i=1

+[—”—l+&—]J (4.8)
k n

i

gdzie:

n — liczba wydzielonych przez metode grafow typu shell,

k — liczba wszystkich weztow w grafie,

ki — liczba wezlow w i-teja-klice,

/i — liczba potaczen pomigdzy hubem i-tego shella a pozostalymi weztami w tym
shellu,

m — liczba spdjnych sktadowych podgrafu kernela (powinna wynosic 1),

hi — liczba polaczen pomiedzy hubem i a pozostatymi hubami.

Przedstawiona powyzej funkcja dopasowania (4.8) promuje rozwiazania o
jak najmniejszej liczbie wydzielonych podgrafow typu shell (wartos¢ funkcji
dzielona jest przez n), najlepiej o liczbie wierzchotkéw jak najmniej odbiegajacej od
wartosci sredniej(k/n), zapewniajac spojnos¢ podgrafu kernela (najlepiej jesli m=1),
maksymalizujgc liczbe potaczen pomigdzy weztami typu kernel (h/n-1) oraz liczbe
polaczen pomig¢dzy kazdym weztem typu kernel 1 weztami w jego shellu (I/n-1).

Zastosowane operatory moga w efekcie swojego dzialania tworzyé
rozwiazania niedopuszczalne z o-klikami o nizszej niz narzucona wartosci o, W
takiej sytuacji wprowadzone modyfikacje s3 anulowane i rozwigzanie pozostaje bez
zmian.

Stosowanie algorytméw naprawczych byloby w tej sytuacji  dosé
skomplikowane i kosztowne obliczeniowo, dlatego tez zrezygnowano z ich
stosowania. Rozwigzania przetwarzane przez algorytm sa caly czas umiejscowione
w dziedzinie rozwigzan dopuszczalnych i wobec tego zawsze istnieje pewnos¢, ze
otrzymany wynik jest poprawny. Oczywiscie zastosowanie mozliwosci
wystgpowania rozwigzan niedopuszczalnych i odpowiednich funkcji kary tez jest
mozliwe, niemniej jednak nie zostalo tu zastosowane. Uzyto nastgpujacych
operatorow genetycznych:

e mutacja — losowa wymiana losowo wybranych we¢ztéw w wylosowanych
podgrafach (a-klikach),

e przeniesienie losowo wybranego wezta pomigdzy wybranymi
podgrafami;

e wylosowanie nowego wezta typu kernel w wybranej a-klice (ten
operator jest nieaktywny dla ustalonych a priori weztéw typu kernel),

e konkatenacja — operator probuje tgczy¢, szczegdlnie mate podgrafy,
w jeden podgraf,

e inteligentne” przeniesieniec — wykonywane tylko wtedy, gdy operacja
przynosi poprawe funkcji dopasowania zadania.

4.4. Struktura hub and spoke w grafie wazonym

Zastosowania praktyczne struktury hub and spoke w grafie wazonym nie
odbiegaja zasadniczo od wersji dla grafu niewazonego. Modyfikacja polega na tym,
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ze duze znaczenie w tej sytuacji majg wagi polaczen, ktére majg glos decydujacy o
przynaleznosci konkretnego wezta do konkretnego huba. Sytuacje, w ktérych wagi
polaczen sa istotne wystepuja dos$é czgsto, a z pewnoscia s czgstsze niz te, gdy nie
majg one znaczenia, wobec czego konieczne jest wyroznienie takiego przypadku i
przebadanie jego wlasciwosci.

4.4.1 Struktura hub and spoke z okreslong a priori liczbg lub konkretnymi
wezlami kandydatami na huby

Podobnie jak w przypadku niecuwzgledniajacym wag, wymagane jest
znalezienie struktury o silnie potaczonym jadrze (kernel) weztéw typu hub (kernel) i
dotaczonych do nich jako liscie weztdw peryferyjnych typu spoke (shell). Jednakze
decydujacy glos w sprawie wykorzystania konkretnego polaczenia powinna mie¢
waga takiego polaczenia. Nie wnikajac juz w to, co konkretnie ma ta waga
oznacza¢, przyjmujemy, ze im wigksza jest jej wartos¢, tym lepiej (gdyby w jakims
zagadnieniu wystepowal przeciwny przypadek, to zawsze mozna to zamienié,
analogiczne jak problem minimalizacji mozna zmieni¢ na problem maksymalizacji).
Bardzo czgsto jest tez tak, ze istniejace juz wazne wezly komunikacyjne sa
kandydatami na sie¢ hubow. Wobec czego opisywany przypadek moze mieé
znaczenie wtedy, gdy chcemy przetworzy¢ strukture potaczen w istniejacej juz sieci
komunikacyjnej, bez tworzenia nowych potaczen. Jesli natomiast okreslona jest
tylko liczba weztow typu hub, to metoda sama wskaze najodpowiedniejszych jej
zdaniem kandydatow.

" SPOKE

coefficients of operators quality

e b OO

number of genetic operator chosen to modify the solution

Rys. 4.5. Struktura rozwigzania zakodowanego w osobniku populacji AE dla przypadku
metody hub and spoke w grafie wazonym z narzucong liczbq hubow.
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Funkcja dopasowania (4.9) promuje rozwigzania o wezlach typu spoke jak
najsilniej powigzanych ze swoimi hubami oraz o hubach jak najsilniej potaczonych
migdzy sobg (odpowiednie sumy wag w), jednoczes$nie stara si¢ zrownowazy¢
wielko$¢ powstatych podgraféw typu spoke, pomniejszajac wartos¢ funkcji celu
o odchytke wielkosci podgraféw typu shell od wartosci sredniej. Podzielenie funkcji
celu przez m ma zapewnic¢ sp6jnos¢ grafu hubow.

1 n k; n
max O = ;Z Z(w,/- )+ Z(w,-, )|k — k|

i=1 \_j=1 I=1 (4.9)

gdzie:

n — ustalona liczba weztow typu kernel,

m — liczba spéjnych sktadowych powstatego grafu typu hub and spoke,
k; — liczba wezldw nalezacych do shella potagczonego z hubem 7,

k — liczba weztdow w calym grafie,

k¢ — $rednia liczba wezlow wystepujaca w podgrafach typu shell ,

Zestaw zastosowanych operatorow genetycznych sklada si¢ z:

e mutacja — wymiana losowo wybranych we¢ztéw w wylosowanych
podgrafach typu shell,

e  przeniesienie losowo wybranego wezta pomigdzy wybranymi
podgrafami typu shell,

e wymiana losowo wybranego huba na wylosowany wezet typu spoke —
ten operator jest nieaktywny, gdy wezly sa wyznaczone przez
uzytkownika,

e inteligentne” przeniesienie — wykonywane pomiedzy weztami
nalezacymi do réznych podgraféw typu shell tylko wtedy, gdy operacja
przynosi poprawe funkcji dopasowania zadania.

e wystepuja takze wielokrotne wersje operatordw o losowanej z pewnego
przedziatu wartosci (zaleznej od parametrow rozwiazania) liczbie
powtdrzen.

4.4.2 Struktura typu hub and spoke z dobranymi przez algorytm weztami typu
kernel

W opisywanej tu wersji przeksztatcania grafu potgczen, metoda sama dobiera
najlepszy uklad weztow typu hub i podlaczonych do nich wezldw typu spoke.
Zakodowanie rozwigzania w AE przybiera posta¢ przedstawiong na rys. 4.6.
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wezly typu
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; 4 26 30 5 {
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B L. : I _— e

wezly typu
SPOKE

Rys. 4.6. Struktura zakodowania rozwigzania dla przypadku z dobranymi przez algorytm
wezlami typu hub.

Strukturg¢ powstajacego grafu okresla w pelni funkcja dopasowania. W
trakcie obliczen ewolucyjnych promuje osobniki o pozadanych cechach (w tym
wypadku o najlepszych polaczeniach), w efekcie czego powstaje graf o wymagane;j
strukturze. Oczywiscie zawsze w algorytmie ewolucyjnym gra role przypadek i przy
roznych symulacjach nawet dla tych samych danych powstaja najczgsciej rozne
rozwigzania, jednakze o podobnych wlasnosciach. Funkcje dopasowania dla tego
przypadku przedstawia wzoér (4.10),

k, n,
1 | Y - k—n
max 0 =——>"| 3w, )+ > (wy )—‘ L g, (4.10)
nrm A 45 = n,
gdzie:
— wyznaczana przez program liczba hubow, warto§¢ zmienna w trakcie obliczen
(stad indeks ?),

m — liczba spdjnych sktadowych grafu potaczen,

ki — liczba wezldéw typu spoke przynalezacych do huba i,

k —liczba wezléw w catym grafie,

wy, wir — wagi polaczen odpowiednio: pomiedzy hubem i, a jego wezlem typu spoke
o numerze j oraz wagi polaczen pomiedzy hubami y podgrafu typu kernel.

Funkcja dopasowania (4.10) promuje rozwigzania o jak najlepiej
powiazanych weztach typu spoke ze swoimi hubami oraz o hubach jak najsilniej
polaczonych mig¢dzy sobg (odpowiednie sumy wag w), jednoczesnie stara si¢
zréwnowazy¢ wielko$¢ powstatych podgrafow typu spoke (|(k-n)/niki)),
zapewniajac spojnos¢ grafu (1/m — powinno by¢ rowne 1) i jak najmniejszg liczbe
samych hubow (1/x,).

Oczywiscie, taka posta¢ funkcji celu nie wynika bezposrednio z warunkdéw
zadania, a jest raczej wynikiem doswiadczalnego jej doboru tak, aby otrzymywane
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wyniki spelniaty oczekiwania. Jest to bardzo ogdlny przepis na wymagang postaé
grafu, jednakze w polaczeniu ze specjalizowanymi operatorami genetycznymi
i selekcjg rozwiazan, daje ciekawe rezultaty, przedstawione m.in. w rozdziale 5.

Zbiér operatoréw genetycznych, stosowanych do rozwigzania zadania
zawiera:

e mutacj¢ — wymiang losowo wybranych weziéw w wylosowanych
podgrafach typu spoke.

e przeniesienie losowo wybranego wezta pomigdzy wybranymi
podgrafami typu spoke.
wymiany losowo wybranego huba na wylosowany wezet typu spoke.
inteligentne” przeniesienie — wykonywane pomiedzy weztami
nalezacymi do réznych podgraféw typu spoke tylko wtedy, gdy operacja
przynosi poprawe funkcji dopasowania zadania.
konkatenacja — taczenie grup typu spoke wraz z hubami w jedng catos¢.

e wystepujg takze wielokrotne wersje operatoréw, ktére polegaja na
kilkukrotnym powtdrzeniu dziatania (losowanym z pewnego przedziatu
wartos$ci) operatora dla tego samego rozwigzania w jednym pokoleniu.

5. Wyniki symulacji komputerowych

5.1 Przypadek grafu niewazonego

5.1.1. Dane wykorzystane do testow obliczeniowych

Jako dane testowe, przy braku dostgpu do rzeczywistych danych
ilustrujacych przewozy lotnicze lub kolejowe, wykorzystaliSmy grafy testowe
dostgpne w BHOSLIB: Benchmarks with Hidden Optimum Solutions for Graph
Problems (Maximum Clique, Maximum Independent Set, Minimum Vertex Cover
and Vertex Coloring) — Hiding Exact Solutions in Random Graphs. Z dostepnych
tam wielu przykladow wybralismy graf graf o 4000 wierzchotkdéw i 7 425 226
krawgdziach o Maximum Independent Set=100 i Minimum Vertex Cover=3900 —
przyktad o nazwie: (frb100-40.clq.gz).

Rozmiar wybranego grafu jest do$¢ znaczny, a zlozonos$¢ rozpatrywanego
problemu zblizona do takiej, jaka mozna napotkaé przy rozpatrywaniu polaczen
miedzy wiekszymi miastami w Europie lub na $wiecie.

5.1.2 Rezultaty otrzymane dla metody a-klikowej
5.1.2.1 Problem z posrednio narzucong struktura podziatu grafu
W pierwszym kroku zbadany zostal wplyw narzuconej warto$ci «na

strukture otrzymanego grafu wyjs'ciowego.| Uzyskane za pomoca algorytmu
ewolucyjnego wyniki przedstawione sa w Tabeli 1.

124



Ewolucyjne metody znajdowania struktur typu ,, kernel & shell” w grafie polgczen

Tabela 1. Poréwnanie otrzymanych wynikow

mediana Liczba wezlow typu o Liczba,
kernel polaczen
Problem: frb100-40 Wierzchotki: 4000 Krawedzie: 7 425 226
0,75 LS 4000 4000 4000 1 1 7429226
SKS 3727 3727 3727
SKK 1 1 1
085 LS 4000 4000 4000 1 1 7429226
SKS 3727 3727 3727
SKK 1 1 1
095 LS 63 120 81 49 0,98 163136
SKS 62 115 80
SKK 48 49 49
1,00 LS 44 49 48 82 0,96 102869
SKS 44 49 48
SKK 79 82 81

Legenda: LS — liczno$¢ podgrafu typu shell, SKS — stopnie wierzchotkow typu kernel w
podgrafach typu shell, SKK - stopnie wierzchotkow typu kernel w podgrafach typu kernel.

Niestety, dla tak duzych graféw niemozliwe jest narysowanie struktur
(doktadniej: niemozliwe jest ich odpowiednio czytelne narysowanie) i wybdr na tej
podstawic najlepszych rozwigzan, podobnie jak prezentacja wynikow w formie
rysunkow. W zwigzku z tym w Tabeli 1 zamieszczone sa pewne statystyki
okreslajagce parametry otrzymanych grafow. Widoczne jest, ze rdézne przyjete
wartosci parametru o maja decydujacy wptyw na otrzymane wyniki i w zwiazku z
tym sterowanie postacig otrzymanego grafu za pomocag tego parametru jest
uzasadnione.

W duzym i gestym grafie (4000 wierzchotkéw, problem frb100-40) znéw
widoczne jest, ze nie ma sensu stosowa¢ wartosci o mniejszych od 0,85, gdyz
otrzymujemy tylko 1 wezet typu kernel, czyli caly graf. Dla wigkszych wartosci o
liczba weztow typu kernel juz szybko rosnie i osiaga liczbe 82 dla a=1,00. Maleja
natomiast liczba wykorzystywanych polaczen z 7429226 do 102869 i nieznacznie
warto$¢ ax z 1,00 do 0,96. W gestym i duzym grafie zdecydowanie najtrudniej
przeprowadzi¢ obliczenia ewolucyjne, trwaja one 3-4 dni.

5.1.2.2 Zagadnienie z narzuconymi parametrami podgrafu typu kernel

W tym przypadku w zadaniu narzucona jest liczba lub wyznaczone konkretne
wezly typu kernel. Otrzymane wyniki przedstawia Tabela 2.
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Tabela 2. Poréwnanie otrzymanych wynikow

Liczba Liczba

polaczen

wezlow min max
typu kernel

Problem: frb100-40 Wierzchotki: 4000  Krawedzie: 7 425 226

5 LS 230 1871 537 0,90 1,00/+ 2319961
SKS 211 1727 502
SKK 5 5 5

20 LS 61 1275 72 0,90 0,95/+ 1165512
SKS 61 1203 71
SKK 19 20 20

100 LS 1 71 49 1,00 0,89 120893
SKS 1 98 49
SKK 89 98 93

200 LS 1 68 1 1,00 0,9 129864
SKS 1 68 1
SKK 179 199 186

Legenda: LS — liczno$¢ podgrafu typu shell, SKS — stopnie wierzchotkéw typu kernel w
podgrafach typu shell, SKK - stopnie wierzchotkow typu kernel w podgrafach typu kernel.

Podejscie przeciwne do przedstawionego w poprzednim podpunkcie
umozliwia przesledzenie wlasciwosci transformacji grafu pod innym katem.

We wszystkich badanych przypadkach widoczny jest spadek ok ze wzrostem
wielkosci podgrafu typu kernel. Jest to zrozumiate, gdyz dla wickszej liczby weztow
trudniej jest znalez¢ silnie potaczona ich grupe. Odwrotnie zachowuje si¢ i,
jednakze tu zachodzi przeciwny proces, gdyz ze wzrostem wielkosci podgrafu typu
kernel, maleja wielkosci lokalnych eo-klik, dzigki czemu algorytm ewolucyjny
latwiej znajduje silniej powigzane grupy wezltow.

5.1.3 Wyniki otrzymane dla metody hub and spoke
5.1.3.1 Przypadek minimalnej liczby wezidw typu kernel/hub

Minimalna liczba weztow typu kernel/hub, przy ktorej mozna przeprowadzi¢
transformacj¢ grafu potaczen, jest potrzebna raczej jako oszacowanie dolne
mozliwej ich liczby niz do celow praktycznych. Przez pojgcie ,,mozna
przeprowadzi¢ transformacj¢” rozumiemy przeprowadzenie transformacji, po ktorej
otrzymuje si¢ spojny podgraf typu kernel/hub z podlaczonymi wszystkimi
pozostalymi (jako weztami typu shell) do swoich hubdéw. Otrzymane wyniki
pokazuje Tabela 3. W przypadku problemu frb100-40 mozna mie¢ pewno$é, ze
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uzyskano warto$¢ minimalng.

Tabela 3. Wyniki otrzymane przy poszukiwaniu minimalnego podziatu grafu

Wezly typu kernel min  max mediana oK Liczba polaczen
Problem: frb100-40 Wierzchotki: 4000 Krawedzie: 7 425 226
2 LS 435 3563 435 1,00 7999

SKS 435 3563 435
SKK 2 2 2

Legenda: LS — liczno$¢ podgrafu typu shell, SKS — stopnie wierzchotkéw typu kernel w
podgrafach typu shell, SKK - stopnie wierzchotkéw typu kernel w podgrafach typu kernel.

5.1.3.2 Przypadek z narzucong liczba weztéw typu kernel/hub

W tej metodzie otrzymuje si¢ graf potaczen o strukturze hub and spoke z
wyznaczong a priori liczba weztdow typu kernel/hub. Mozliwe jest rowniez
wyznaczenie samych weztdw, lecz ten przypadek nie byt rozpatrywany w
przedstawionych w Tabeli 4 wynikach. Przedstawione w Tabeli 4 wyniki
uwzgledniajg warto$ci minimalne, otrzymane w poprzednim podrozdziale, dlatego
tez wszystkie otrzymane grafy sg spdjne. We wszystkich przypadkach widoczny jest
wzrost liczby polaczen w grafach po transformacji i raczej spadek wartosci ax wraz
ze wzrostem liczby weztow typu kernel/hub.

Tabela 4. Wyniki otrzymane dla przypadku z okreslong a priori liczbg wezlow typu kernel/hub.

Liczba wezlow mediana  ak Liczba polaczen
Problem: frb100-40 Wezty: 4000 Krawedzie: 7 425 226
5 LS 799 799 799 1,00 8001
SKS 799 799 799
SKK 5 5 5
10 LS 399 399 399 0,90 8024
SKS 399 399 399
SKK 9 10 10
20 LS 199 199 199 0,90 8147

SKS 199 199 199
SKK 18 20 20

50 LS 79 79 79 1,00 9126
SKS 79 79 79
SKK 50 50 50

100 LS 39 39 39 0,99 12717
SKS 39 39 39
SKK 99 100 99

200 LS 19 19 19 0,97 27109
SKS 19 19 19
SKK 194 200 196

Legenda: LS — liczno$¢ podgrafu typu shell, SKS — stopnie wierzchotkéw typu kernel w
podgrafach typu shell, SKK - stopnie wierzchotkéw typu kernel w podgrafach typu kernel.
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5.1.3.3 Problem z dobrang przez algorytm liczba w¢ziow typu kernel/hub

Tabela 5. Wyniki uzyskane dla metody, w ktérej algorytm sam dobiera liczbe wezlow typu

kernel/hub.
Uzyskana liczba , Liczba
wezléw typu kernel mediana o polaczen
Problem: frb100-40 Wezty: 4000 Krawedzie: 7 425 226
2 LS 1999 1999 1999 1,00 7999
SKS 1999 1999 1999
SKK 2 2 2

Legenda: LS — liczno$¢ podgrafu typu shell, SKS — stopnie wierzchotkéw typu kernel w podgrafach typu
shell, SKK - stopnie wierzchotkow typu kernel w podgrafach typu kernel.

W tym przypadku rezultaty sg dos$¢ zblizone do wartosci minimalnych,
otrzymanych w punkcie 5.1.3.1.

5.2 Graf wazony - przypadek z liczba weztdw typu kernel okreslana przez al-

gorytm

Do zobrazowania dzialania naszej metody postuzylismy si¢ grafem
planarnym. Graf planarny, to graf, ktdry mozna narysowac na plaszczyznie tak, aby
krawedzie si¢ nie przecinaly. Grafy tego typu mozna uzna¢ za dosy¢ dobre
odwzorowanie czgsci sieci logistycznych. Mozna przyja¢ na przyktad, ze modeluja
sytuacj¢, w ktorej jedyne skrzyzowania drég sa w wezlach logistycznych.
Oczywiscie planarnos¢ wykorzystanych graféw zostala narzucona gtéwnie do celow
zwigzanych z latwiejsza prezentacja wynikow i nie jest to warunek zastosowania
opisywanych metod. W niniejszym artykule postuzyliSmy si¢ grafem planarnym
wygenerowanym przy uzyciu programu yEd Graph Editor. Przedstawiony graf jest
dos$¢ maly, szczegbdlnie w porownaniu z tymi, na ktérych testowano metody dla
grafow niewazonych, jednakze jest to spowodowane pragnieniem zamieszczenia
czytelnych rysunkéw, a nie mozliwosciami obliczeniowymi metody. Graf o 64
wierzchotkach jest zbyt skomplikowany do optycznej analizy, jednakze mozna
zauwazy¢, ze wezly wybrane jako typu spoke sa rzeczywiscie najblizej swoich
hubéw, natomiast wezly typu hub stanowia ,rusztowanie” réwnomiernie
pokrywajace obszar grafu. Niestety polagczenia migdzy nimi sg dos¢ rzadkie i tworza
struktur¢ raczej drzewiasta niz grafu pelnego, ale wynika to z niezbyt duzej liczby
krawedzi w grafie. Prawdopodobnie gdyby we wzorze (4.10) wprowadzi¢ wigkszy
nacisk na cz¢$¢ odpowiedzialng za polaczenia mig¢dzy hubami, to wybranych
zostatoby wiecej wierzchotkow, gesciej ze sobg potaczonych, kosztem dalszych
polaczen ze swoimi weztami typu spoke.
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Rys. 5.1. Graf planarny o 64 wierzcholkach.

Rys. 5.2. Struktura ,,hub and spoke”, odpowiadajgca grafowi z rys. 5.1.
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6. Whioski

W pracy niniejszej zaproponowano kilka ré6znych metod rozwigzywania za-
dan zwigzanych ze znajdowaniem rozbicia grafu na grupy silnie powigzanych ze
sobg wierzchotkdw, tworzacych jadro (kernel, wezty typu hub) grafu oraz wierz-
chotki peryferyjne typu shell (spoke). Przedstawiono mozliwe klasy zastosowan
tych metod.

Propozycje zaprezentowanego algorytmu genetycznego wykorzystuja ona
kilka adekwatnych, komputerowo wydajnych operacji uniwersalnych i specjalizo-
wanych, kierujac si¢ tak zlozonos$cia obliczeniowa jak i pamigciowa. W przypadku
tego algorytmu w mniejszym stopniu potrzebny jest ekspert w danej dziedzinie,
a funkcja celu moze by¢ bardziej ztozona. Niestety, zwykle ptacimy za to zwigkszo-
nym naktadem obliczen.

Prezentujac ré6zne wyniki obliczeniowe staraliSmy si¢ pokazaé jak wsparcie
metod analitycznych w postaci srodkdw graficznych pomaga prezentowaé rozwig-
zanie, a tym samym oceni¢ werbalnie ich wartos¢. Wizualizujac rozwigzania na do-
statecznie wczesnych etapach algorytmu mozna dzigki temu podpowiadaé¢ kolejne
ulepszenia rozwigzania.
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THE EVOLUTIONARY METHODS OF FINDING “KERNEL AND
SHELL” STRUCTURES IN A GRAPH OF CONNECTIONS

Abstract: This paper describes the evolutionary methods of obtaining
the "kernel & shell" structure in the graph of connections. The structure,
proposed by the authors, is an extension of the well-known "hub & spoke"
structure, widely used in communication and transport issues, enabling the
transformation of unstructured connections graph to the form that assists in
solving complex communication problems. The principle of this transfor-
mation is to identify in the graph the groups of closely connected nodes
(hubs), forming the structure of the "kernel" and associated peripheral nodes,
forming a "shell". Since this task is computationally complex, an evolution-
ary algorithm is used for the purpose in some variants, depending on the ap-
plication needs and the problem under consideration.

Keywords: transportation, connectivity graph, "hub & spoke", "kernel &
shell", a-clique, evolutionary algorithm.
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