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Klasyczny model ubezpieczeniowy zwigzany jest z wystepowa-
niem czestych, ale niewielkich i niezaleznych szkod. Tymczasem ka-
tastrofy naturalne powoduja szkody rzadko wystepujace, o duzych
warto$ciach, zalezne geograficznie i czasowo. Dlatego coraz czgstsze
katastrofy naturalne skutkujg problemami ze stabilno$cig finansowa
ubezpieczycieli. W zwigzku z tym przydatne moze by¢ wykorzystanie
jednoczesnie roznych instrumentdw finansowych i ubezpieczenio-
wych w postaci jednego, zintegrowanego portfela. Jednym z tego typu
instrumentdw moga by¢ obligacje katastroficzne (w j. ang. cata-
strophe bonds). W artykule przedstawiamy przyklad takiej obligacji
wraz z metoda jej wyceny oraz analizg wlasnosci z wykorzystaniem
symulacji metodami Monte Carlo.

Stowa kluczowe: obligacje katastroficzne, metoda martyngatowa, sy-
mulacje Monte Carlo

1. Wprowadzenie

Wystepowanie coraz czgstszych katastrof naturalnych, takich jak huragany,
trzgsienia ziemi czy powodzie, skutkuje rowniez zwickszajacymi si¢ stratami finan-
sowymi i materialnymi. Przykladem moga by¢ tutaj szkody wynikle z huraganu
Andrew (1992), oceniane na 30 mld dolaréw (patrz np. Muermann, 2008). W Polsce
problemem sg z kolei katastrofalne powodzie, ktore w roku 2010 nawet kilkakrotnie
nawiedzaly pewne rejony naszego kraju.

Istnieje wiele przyczyn wzrostu wielkoSci strat materialnych spowodowa-
nych katastrofami naturalnymi. Jak wskazuja niektorzy badacze, czesto§¢ wystepo-
wania niektorych zdarzen moze mie¢ zroédto w zmianach klimatycznych i zjawisku
globalnego ocieplenia. Rosngca wartos¢ szkéd moze byé rowniez spowodowana
zwigkszeniem gestosci zaludnienia na zagrozonych obszarach (np. brzegach wyle-
wajacych rzek, blisko linii brzegowej oceanu), jak rowniez bledami w zagospoda-
rowaniu przestrzennym, czy tez ubostwem i zaniedbaniem infrastruktury zabezpie-
czajace] przed negatywnymi skutkami katastrof naturalnych, takimi jak tamy i waty
przeciwpowodziowe w przypadku powodzi. Oprocz strat ludzkich, ubozenia spote-
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czenstwa, czy bezposrednich strat w infrastrukturze, katastrofy naturalne maja tez
negatywny wplyw na stabilno$¢ finansowa ubezpieczycieli. Po huraganie Andrew
ponad 60 przedsigbiorstw ubezpieczeniowych miato problemy ze swoja ptynnos$cia
finansowg (patrz np. Muermann, 2008). Wynika to nie tylko z ogromnej wartosci
samych strat, ale rowniez z faktu, iz klasyczne mechanizmy ubezpieczeniowe (patrz
np. Borch, 1947) nie sg dobrze przystosowane do szkdéd wynikajacych z wystepo-
wania duzych katastrof naturalnych (patrz np. Ermoliev i in., 2001).

Klasyczny model ubezpieczeniowy zwigzany jest z wystegpowaniem czg-
stych, ale niewielkich i niezaleznych szkdd, takich jak odszkodowania wynikajace z
uszkodzen samochodéw w stluczkach, pokrycie strat spowodowanych zalaniem
mieszkania przez sgsiada lub pojedynczym wlamaniem do domu. Dlatego standar-
dowy portfel ubezpieczeniowy budowany jest zgodnie z zasadg: im wigcej (hetero-
genicznych, czyli ré6znorodnych) ryzyk, tym lepiej dla ubezpieczyciela (patrz np.
Borch, 1947; Ermoliev i in., 2001), tzn. tym mniejsze jest prawdopodobienstwo jego
bankructwa. Dzigki zastosowaniu odpowiedniej, klasycznej metodologii, np. ra-
chunku prawdopodobienstwa i centralnego twierdzenia granicznego, mozliwe jest
wyznaczenie sktadki ubezpieczeniowej i oszacowanie prawdopodobienstwa ban-
kructwa ubezpieczyciela w przypadku danego portfela ryzyk, czyli tzw. ryzyka
ruiny.

Tymczasem katastrofy naturalne powoduja szkody rzadko wystepujace, o
duzych warto$ciach, zalezne geograficznie i czasowo — pojedyncze trzgsienie ziemi
moze zniszczy¢ jednocze$nie wiele domow, ulic, fabryk, samochodow, itd., moze
rowniez wznieci¢ pozary, spowodowaé podtopienia lub doprowadzi¢ do licznych
kradziezy i dalszych dewastacji mienia. W podobny sposéb mozna patrzeé na skutki
powodzi, ktére oprocz podtopien i bezposredniego zniszczenia catych regiondw
kraju moga skutkowa¢ np. kradziezami, stratami w produkcji rolniczej w dtuzszej
perspektywie czasu (pola nienadajace si¢ do uzytku po ich zalaniu), itd. Dlatego
tradycyjne podej$cie ubezpieczeniowe stosowane przy budowie portfela (wigcej
ryzyk to lepszy portfel) moze prowadzié¢ bezposrednio do bankructwa ubezpieczy-
ciela (patrz np. Ermoliev i in., 2001).

Oczywiscie, oprocz negatywnego wplywu na ubezpieczycieli, katastrofy na-
turalne maja réwniez istotny wpltyw na budzety samorzadow, a nawet rzadow
panstw. W szczegdlnosci dotyczy to sytuacji, w ktorych znaczna cz¢s¢ podmiotow
(zaréwno przedsigbiorcow, jak i obywateli) nie ubezpiecza si¢ przed skutkami po-
tencjalnie powaznych katastrof naturalnych. Uwazaja bowiem oni, ze rekompensata
ich strat jest obowigzkiem wiladzy (lokalnej lub centralnej). Powoduje to, ze budzety
samorzadowe i centralne narazone sa na nagle, niespodziewane i wysokie wydatki
lub wzrost niezadowolenia spotecznego. Przyktadem moze by¢ tutaj sytuacja wyni-
kta po powodziach w Polsce w roku 2010.

W zwiazku z powyzszym, przydatne moze by¢ wykorzystanie rownoczesnie
innych instrumentéw finansowych i ubezpieczeniowych w postaci jednego, zinte-
growanego portfela, przez ubezpieczyciela lub np. przez samorzad. Jednym z takich
instrumentdw moga by¢ obligacje katastroficzne (w j. ang. catastrophe bonds, cat
bonds lub Act-of-God bonds, patrz np. Ermolieva i in., 2007; Nowak i in., 2008;
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Nowak i Romaniuk, 2009; Romaniuk i Ermolieva, 2005). W celu konstrukeji tego
typu portfela i analizy jego wlasciwosci niezbgdna jest wycena odpowiedniego typu
instrumentéw finansowych, m.in. wlasnie obligacji katastroficznych. Réwniez roz-
wigzaniem problemu narazenia budzetéw samorzadow i rzadu centralnego na ,,prze-
rzucenie kosztow” przez osoby nieubezpieczone moga by¢é wspomniane hierar-
chiczne skonstruowane portfele ztozone z instrumentéw finansowych i ubezpiecze-
niowych, np. obowigzkowego ubezpieczenia, obligacji katastroficznej, pomocy
rzadowej i zagranicznej. W takim przypadku wykorzystanie kazdego kolejnego
sktadnika portfela zalezy od przekroczenia odpowiednich poziomoéw wartosci przez
straty spowodowane katastrofa (patrz np. Nowak i Romaniuk, 2009).

W niniejszym artykule analizujemy pewien przyktad obligacji katastroficz-
nej. W punkcie 2 przedstawiamy ogolny zarys problematyki obligacji katastroficz-
nych. Punkt 3 artykulu po§wigcony jest prezentacji przyktadu takiej obligacji oraz
jej wyceny dla uogoélnionego modelu Vasicka stopy procentowej. Zastosowanie
wspomnianego modelu, bedacego szczegdlnym przypadkiem modelu Hulla — Whi-
te’a, pozwala na doktadne dopasowanie dynamiki stopy procentowej do poczatko-
wej struktury terminowej. Do wyceny obligacji stosujemy metode martyngatowsg. W
punkcie 4 przedstawiamy wyniki analizy wlasciwosci tej obligacji katastroficznej,
wykorzystujac przy tym symulacje numeryczne. Ostatni, pigty punkt artykulu za-
wiera podsumowanie uzyskanych wynikow.

2. Obligacje katastroficzne

Pojedyncza, powazna katastrofa naturalna moze powodowac straty rzedu
nawet 50 — 100 miliardow dolaréw. Moze to skutkowac problemami ze stabilnoscia
finansowg ubezpieczycieli (patrz np. Cummins 1 in., 2002) i prowadzi¢ do ich ban-
kructwa. Tymczasem wartosci dziennych zmian na $wiatowych rynkach finanso-
wych si¢gaja dziesigtkow miliardow dolaréw. Dlatego stworzone zostaly instrumen-
ty finansowe, ktorych zadaniem jest ,,przepakowanie” ryzyka zwigzanego ze szko-
dami spowodowanymi katastrofami naturalnymi do postaci zestandaryzowanych
instrumentdw finansowych, ktérymi mozna handlowaé na rynkach finansowych w
sposob plynny. Instrumenty takie transferujg ryzyko i odpowiednie przeptywy pie-
ni¢zne pomi¢dzy rynkami ubezpieczeniowymi a rynkami finansowymi. Ich przykta-
dem sa obligacje katastroficzne (patrz np. Cox i in., 2000; George, 1999; Nowak i
in., 2008; Nowak i Romaniuk, 2009; Romaniuk i Ermolieva, 2005). Zostaly one
wprowadzone na rynki w latach 90-tych ubieglego wieku i staty si¢ popularne po
roku 1997, kiedy to USAA, firma ubezpieczeniowa z Teksasu, wyemitowata dwie
nowe klasy obligacji katastroficznych: A-1 1 A-2. Rynek obligacji katastroficznych
wykazuje ciaglg tendencj¢ wzrostowa, np. w roku 2002 miat warto$¢ 1,22 mid $, a
w roku 2003 — 1,73 mld $. Przewidywany jest dalszy dynamiczny rozwdj tego ryn-
ku.

Wyptaty w przypadku obligacji katastroficznych zaleza od dwoch zmien-
nych: zachowania si¢ pewnego instrumentu podstawowego (np. stopy procentowej
LIBOR, podobnie jak w przypadku klasycznych obligacji) oraz wystapienia ustalo-
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nego zdarzenia (np. pewnego typu katastrofy naturalnej) dla $cisle okreslonego
terytorium i okresu czasowego. Zdarzenie takie nazywa si¢ friggering point i zmie-
nia ono strukture wyptat obligacji katastroficznej. W przypadku obligacji A-1 opro-
centowanie wyptat zwigzane bylo ze stopg procentowa i bylo rowne LIBOR plus
282 punkty bazowe. Triggering point byt okreslony jako przekroczenie sumy 1 mld
$ przez wartosé¢ roszczen ubezpieczonych wzgledem USAA, spowodowanych hura-
ganem na wschodnim wybrzezu USA pomiedzy 15.07.1997 a 31.12.1997. Gdyby
suma ta zostata przekroczona, kupon obligacji A-1 nie zostalby wyptacony.

Triggering point moze by¢ zwigzany z réznorodnymi zdarzeniami katastro-
ficznymi i miarami dla nich, takimi jak sita trzgsienia ziemi mierzona w skali Rich-
tera, wysoko$¢ powodzi, poziom wod opadowych (patrz np. Nowak i in., 2008),
indeks strat przemystu ubezpieczeniowego, estymowana modelem wielko$¢ szkod
wywolanych katastrofg naturalna, itd. Zazwyczaj przeptywy finansowe zwiazane z
obligacja katastroficzng zarzadzane sg przez specjalny fundusz zwany SPV (Special
Purpose Vehicle, patrz np. Vaugirard, 2003). Na konto SPV wptywaja sktadki re-
asekuracyjne placone przez ubezpieczyciela oraz oplaty ze sprzedazy obligacji.
Przychody te sa nastgpnie inwestowane w celu pdzniejszego wykorzystania przy
ptatnosciach dla posiadaczy obligacji, takich jak wyptaty zwigzane z kuponami i
warto$cig nominalng obligacji, a w przypadku zaj$cia triggering point — réwniez do
pokrycia strat ubezpieczyciela.

Obligacje katastroficzne sa, podobnie jak klasyczne obligacje, oceniane przez
firmy rankingowe, ktére przyznaja odpowiednie oceny zwigzane z poziomem ryzy-
ka danej obligacji.

Oprocz obligacji katastroficznych istnieja inne instrumenty pochodne powia-
zane z wystgpowaniem katastrof naturalnych. Przykladem moga by¢ tutaj opcje
katastroficzne. Oprocz firm ubezpieczeniowych, sprzedaza tego typu instrumentéw
mogg by¢ réwniez zainteresowane samorzady (np. obligacje powodziowe dla gmi-
ny), rzady poszczegdlnych panstw, a w przypadku kupna — réwniez indywidualne
osoby (np. obligacje pogodowe powigzane z poziomem opadéw dla rolnikdéw, patrz
np. Nowak i in., 2008).

3. Wycena obligacji

W pierwszej czgséci niniejszego punktu wprowadzimy oznaczenia i przedsta-
wimy niezb¢dne definicje zwiazane z obligacjami katastroficznymi oraz ich wycena.
Zdefiniujemy procesy stochastyczne potrzebne do opisu dynamiki zmian krétkoter-
minowej stopy procentowej oraz zalezno$ci zagregowanej wielkosci szkod katastro-
ficznych od czasu. Rozpatrywane procesy stochastyczne bedg procesami z czasem
ciggtym. Ich horyzont czasowy bedzie mial posta¢ [O,T '] dla ustalonej wartosci
T'> 0. Bedziemy zaktada¢ ponadto, ze termin wygasnigcia obligacji katastroficzne;j
T nastepuje najpozniej w momencie 7', tzn., ze T <T'. Zalozenie to pozwoli
poprawnie zdefiniowaé pojecie braku arbitrazu dla rodziny cen obligacji zerokupo-
nowych (Definicja 2). W dalszej czesci tego punktu rozpatrywaé bedziemy dwie
miary probabilistyczne: P i . Warto$ci oczekiwane oraz warunkowe wartosci ocze-
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kiwane wzgledem tych miar oznacza¢ bedziemy odpowiednio symbolami: E” i
E?.

Niech (VI/[)IG[O’T'
dzie wyceny obligacji katastroficznej ruch Browna uzyty zostanie do opisu dynami-
ki krotkoterminowej stopy procentowej (patrz rownanie (2)).

] bedzie ruchem Browna. W proponowanej przez nas meto-

Niech (U ; )?6:1 bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym sa-
mym rozktadzie i ograniczonym drugim momencie. Zaktadamy, ze dla dowolnego
te [O,T ’], zagregowana wielko$¢ szkod katastroficznych do momentu ¢ opisana jest

ztozonym procesem Poissona N, , danym wzorem

Nl
N, =>U, telo,1}
i=1

gdzie (N . )te[O - jest procesem Poissona o intensywnosci x . Dla ustalonej miary
probabilistycznej P, wzgledem ktoérej proces (N , )[6[0 o jest procesem Poissona,
N,=0 P-pn,

E'N, =t dla t [0,
oraz

k
P(N,—N, =k)= e_’“('_s)@, k=0,12,. dla0<s<r<T

Moment skoku procesu (N t) ! interpretujemy jako moment zaj$cia zjawiska

1e[0,T"
katastroficznego. Wielko$¢ szkody w kazdym ustalonym momencie skoku procesu
N, (tzn. momencie ¢, w ktérym AN, = N, — N,_ =1) jest zmienng losowa wybrang z

ciggu (U ,-);.il. W czgsci symulacyjnej (punkt 4 artykutu) przyjmiemy, ze zmienne

losowe U, maja rozklad Gamma. Proces (ﬁ,)te[o IS jest niemalejagcym procesem

stochastycznym, ktorego trajektorie sa prawostronnie ciagte i maja posta¢ schodko-
wa.

Dla wyznaczenia analitycznej postaci formuty wyceny obligacji katastroficz-
nej postuzymy si¢ metoda martyngatowa. Metoda ta wymaga precyzyjnego zdefi-
niowania przestrzeni probabilistycznej z filtracja. W przyjetym przez nas modelu
filtracja (F, )te[O,T'] okreslona jest wzorami

F=olF UF!) F=o(W,.s<t)
F} =a(]\~fs,sﬁt) te [O,T’l
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Ponadto zakladamy, ze o - cialo F, jest generowane przez zbiory miary P — zero,
tzn.

Fy=o({de F:P(4)=0})

oraz ze (Wt)te[oj,], (Nt)te[O 7 (Ui);il sa niezalezne. Przy powyzszych zaloze-
niach, przestrzen probabilistyczna z filtracja (Q,F ’(Ft)zE[o T.],P) spetnia zwykte
warunki, tzn. o - ciatlo F jest P - zupelne, filtracja (E )te[0 IS jest prawostronnie

ciaglai o - cialo F, zawiera wszystkie zbiory miary P - zero.

Niech k& >0 bedzie wielkoscia szkdd, powyzej ktorej nastepuje transfer
srodkow finansowych (np. wyptata odpowiednich $rodkow, zgromadzonych przez
SPV, ubezpieczycielowi) z obligacji katastroficznej w momencie jej wygasnigcia.
Definiujemy moment stopu 7 zwiazany z triggering point obligacji.

2(0)= inf ¥,(@)> kjaT,
1e[0,7"]

gdzie A jest dwuargumentowym operatorem minimum.

Przedstawimy obecnie opis poszczegodlnych elementow rynku finansowego,
zdefiniujemy obligacje katastroficzng oraz pojgcie braku arbitrazu.

Symbolem (B, )te[O v Oznaczamy konto bankowe spelniajace rdwnanie sto-

chastyczne
dB, =nB,dt, B,=1,

gdzie ’”:(’”z)ze[o,r] jest procesem opisujacym wolng od ryzyka krotkoterminowsa

stopg procentowa.

Zaktadamy, ze na rynku finansowym istnieje mozliwo$¢ handlu obligacjami
zerokuponowymi. Niech B(t,T ) oznacza cen¢ w momencie [ zerokuponowej obli-
gacji o terminie wygasnigcia 7 <T' i warto$ci nominalnej 1. Niech 0<w<1 be-
dzie pewna stala rzeczywista, okreslajaca procentowa utrate wartosci obligacji, tzn.
procentowa cze$¢ jej wartosci nominalnej, ktora jest tracona przez posiadacza obli-
gacji w przypadku zajscia triggering point.

Definicja 1. Symbolem IB,,, (z’,T , I v) oznaczamy obligacje¢ katastroficzng o warto-
$ci nominalnej Fv, terminie wygasnigecia i wyptaty 7, ktora spetnia nastepujace
zalozenia.

a) Jezeli wielko$¢ szkod przekroczy warto$¢ k, nie pozniej niz w terminie wyga-

28



WYCENA OBLIGACJI KATASTROFICZNEJ 1 JEJ SYMULACJE

$nigcia, tzn. 7 < T, posiadacz obligacji otrzymuje wyptate rowna F v(l - w)
b) Jezeli 7 > T, wyplata dla posiadacza obligacji jest rowna warto§ci nominalnej
Fv.

Dla obligacji katastroficznej IB,,, (z’,T ,Fv) funkcja wyplaty v, (e Fv) dana jest

formuta
Vi, (e.1.mv) = FVLor) + (1 - W)F iy =F V(l —wlior )

W naszych dalszych rozwazaniach zaktada¢ bedziemy, ze rynek finansowy
pozbawiony jest mozliwosci arbitrazu. Pojgcie braku arbitrazu dla rodziny cen obli-
gacji zerokuponowych w sposob Scisty opisuje ponizsza definicja.

Definicja 2. B(t,T ), t <T <T'nazywamy wolna od arbitrazu rodzing cen obligacji
zerokuponowych wzgledem stopy zwrotu 7, jezeli spetnione sg nastgpujace warun-
ki:
a) B(T,T):ldla kazdego T e [O,T'].
b) Istnieje miara probabilistyczna O, rownowazna P taka, ze proces zdyskon-
towanej ceny obligacji zero-kuponowe;j

B(t,T)/B,, te0,T]

jest martyngatem wzgledem Q .

Jezeli spetnione sg warunki Definicji 2, formuta wyceny przyjmuje postac¢
T
B(1,T)= EQ(e*fr | F 2O j telo,T}

W Definicji 2 rownowazno$¢ P i Q oznacza, ze te same zbiory nalezace do F sg dla
obu miar probabilistycznych zbiorami miary 0.

Niech /Iu = A bedzie ustalona staly, zwiazana z rynkows cena ryzyka dla
obligacji zerokuponowych. Nastgpujaca pochodna Radona — Nikodyma definiuje
miarg probabilistyczng O rownowazng P, taka ze B(t,T )/ B, te [O,T ], jest mar-
tyngatem wzgledem Q :

o _ T |
E—CXP(J‘O uqu _EIO ﬂuduj P—pn (1)

Dla uzyskania formuly wyceny obligacji katastroficznej IB,, (Z‘,T v v)
przy zatozeniu braku arbitrazu, niezbedny jest opis dynamiki wolnej od ryzyka krét-
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koterminowej stopy procentowej 7 = (rt )te[O - Symbolem [ (#,T) oznaczamy
warto$¢ w momencie ¢ chwilowej rynkowej stopy forward o terminie zapadalno$ci
T. W szczegblnosci, f M(0,T) jest zwiazana z poczatkowa struktura terminowa

PY(0,T) poprzez formute

_amPY(0,1)

M _
S70,1)= =T

Przyjmujemy model Hulla — White’a (uogélniony model Vasicka) krotkoter-
minowej stopy procentowej. Dynamike » opisuje rownanie stochastyczne

dr(t)=(%(t) - ar, )dt + cdW, )

dla dodatnich statych a i o oraz dopasowanej do struktury terminowej funkcji 9
postaci

M 2
9y =TOD 0,0+ T (1= 2~ o,
ot 2a

Poza niewatpliwa zaleta, ktora jest mozliwos¢ dopasowania funkcji 9 do po-
czatkowej struktury terminowej, model Hulla — White’a o dynamice stopy procen-
towej opisanej rownaniem (2) charakteryzuje si¢ w praktyce finansowej stosunkowo
niewielkim prawdopodobienstwem ujemnej stopy procentowej w ustalonym mo-
mencie ¢ (patrz np. Brigo i Mercurio, 2006).

W dalszej czgsci tego punktu artykutu bedziemy zaktada¢ neutralny stosunek
rynkéw finansowych do ryzyka katastroficznego.

Zastosujemy metodologie opisang w Vaugirard (2003) oraz Nowak i Roma-
niuk (2009) do wyceny obligacji katastroficznej. Dla skrocenia zapisu formuty wy-
ceny wprowadzamy dystrybuant¢ @ momentu stopu 7. Mozna udowodni¢, ze

o(r)= PN, > k)
Twierdzenie 1. Niech /B(t) bedzie cena IB,,,(z,T,Fv) w momencie t. Wowczas

1B()= Ale.T)Fve T [ 1y )] ®
gdzie

B(.T)=L(1-e )

a

- PY(0,7) M 0'_2 ~2at 2
A(t,T)—Wexp(B(t,T)f 0.)-2 (-2 )3(:.7) J
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W szczegodlnosei, cena obligacji IBM(T,T ,Fv) w chwili poczatkowej 0
przyjmuje postac

18(0)= P (0.7 exp(B(0.7)1 (0.0) Fve 2075 (1 - wa(T).

Szkic dowodu.

Po zmianie wyjSciowej miary probabilistycznej P na r6wnowazna miare
martyngalowa O przy zastosowaniu pochodnej Radona — Nikodyma (1),
réwnanie (2) przyjmuje postaé

dr(t)=(9(t) + Ao — ar, )dt + odW,.

Z formuly wyceny obligacji zerokuponowej w modelu Hulla — White’a (patrz
Brigo i Mercurio, 2006) wynika, ze

EQ(exp(— J;T rudu) | Ft) = A(Z‘, T)FvefB(t,T)rl '

Poniewaz exp(— LTruduj i vip (cr,rv) 52 Niezaleine wzgledem O,

[B(t) = E¢ (QXP(_ LT T d”) | F, )EQ (VIB(,H, (e.1,Fv) | F; )

Z niezaleznoSci Vg, (e.7.v) 1 W, dla t=0,

o o
E9 =EPy = _fgby EP| =

B, (z,T,Fv) B, (7,T,Fv) 4P B, (z,T,Fv) 4P
=E"p (1) = P(1-wo(T))

Funkcja P (0,T) opisuje zaleznosé ceny rynkowej w chwili 0 obligacji ze-
rokuponowej od terminu wygasnigcia 7. Zazwyczaj dysponujemy niewielka liczba
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danych dotyczacych obligacji zerokuponowych o r6znych terminach wygasniecia.

Dla uzyskania konkretnej postaci formuty (3) potrzebny jest analityczny opis
funkcji P (0,T). Mozemy uzyskaé¢ go metoda dopasowania punktow do krzywej,

biorac przy tym pod uwage, ze P (0,0)=1. Najprostsza postacia tak uzyskanej
funkcji jest postac¢ liniowa. Zalezno$¢ tego typu mozna zaobserwowaé na rynkach
finansowych. Nastepujacy lemat przedstawia formute wyceny obligacji katastroficz-

nej IB,,(r,T,Fv) dla funkcji P (0,7)=1-aT.
Lemat 1. Jezeli PM (0,7)=1-aT dla pewnej stalej o >0,
1B(t)= A(t,T)Fre 20T) [1 —wEC(1 fe<r} | 7 )l

gdzie

W szczeg6lnosei

“afc7)

1B(0)=(1-aT)Fve « '\ 1-wd(T). )

4. Symulacje Monte Carlo

W celu analizy zachowania si¢ ceny obligacji katastroficznej wynikajacej ze
wzoru (4), przeprowadzono szereg symulacji Monte Carlo. Za kazdym razem pry-
eprowadyono n=1 000 000 symulacji.

Jako swoisty ,,punkt odniesienia” w badaniach przyjeto stopg procentowa
opisang parametrami a = 0,025, o = 0,01, r, = 0,05. Proces strat byt okreslony pro-
cesem Poissona o intensywnos$ci x = 0,01. Warto$¢ pojedynczej straty byta zdefi-
niowana rozkladem Gamma. Jako podstawowy zestaw parametréw przyjeto przy
tym parametr ksztaltu (ag) rowny 5 i parametr skali (fg) o wartosci 10. Nalezy za-
uwazy¢, ze warto$¢ oczekiwana w rozkladzie Gamma (czyli warto$¢ oczekiwana
pojedynczej straty w naszym przypadku) jest rowna ag fg, za$ wariancja jest rowna
ag fo’. Oznacza to, Ze rozwazamy szkody o charakterze katastroficznym, czyli
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rzadko wystgpujace (mata warto$¢ oczekiwana procesu Poissona w jednostce czasu),
o potencjalnie wysokich wartosciach i duzej zmiennosci wartosci (duza warto$¢
oczekiwana i wariancja).

Na poczatku wyznaczono cen¢ obligacji katastroficznej o warto$ci nominal-
nej (Fv) réwnej 1, triggering point (k) o wielkosci 50 1 utracie wartoéci obligacji
(w) réwnej 0,2. Cena wynosita w takim przypadku 0,783662.

Nastegpnie przebadano zalezno$¢ ceny obligacji od zmiennej wartosci para-
metru ksztaltu rozkladu Gamma przy statym parametrze skali f; = 10. Rosla zatem
jednoczesnie warto$¢ oczekiwana i wariancja strat. Wyniki zostaty zaprezentowane
na Rys. 1.

0,784
0,7835 %

0,783 \
0,7825 \\

0,782

0,7815 \\
0,781

0,7805 \\

0,7795 N g * -

0,779 T T T

Rysunek 1. Zaleznos¢ ceny obligacji od wartoSci parametru ksztattu

W kolejnym kroku zbadano zalezno$¢ ceny obligacji od zmiennej wartosci
parametru skali rozktadu Gamma przy stalym parametrze ksztaltu ag = 5. W tym
przypadku rosty zaréwno warto$¢ oczekiwana, jak i wariancja strat, ale wariancja
rosta w szybszym tempie, niz w rozwazanym poprzednio zagadnieniu. Wyniki za-
prezentowano na Rys. 2. Jak widzimy, w obydwu przypadkach, zaleznos¢ pomigdzy
ceng a parametrem ma charakter nieliniowy 1 wraz ze wzrostem warto$ci parame-
trow nastgpuje dos¢ istotny spadek ceny obligacji katastroficznej mierzony jednost-
ka pieni¢zng (warto$¢ nominalna rozwazanej obligacji katastroficznej wynosi 1).
Posta¢ rysunkow sugeruje krzywoliniowos$¢ zaleznosci wraz z malejacym nachyle-
niem krzywej, ale wnioski te wymagaja dalszych szczegétowych badan.

Kolejna analiza dotyczyla wptywu wartosci triggering point na cen¢ obligacji
przy ustalonych pozostatych parametrach. Wyniki przedstawiono na Rys. 3. Jak
widzimy, wraz ze wzrostem poziomu triggering point nastgpuje stosunkowo nie-
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wielki wzrost ceny obligacji, niemal bliski liniowemu.

0,784

0,7835 L
0,783 \

0,7825 \

0,782

0,7815 \\
0,781

0,7805 \
0,78

0,7795 T T

Rysunek 2. Zaleznos¢ ceny obligacji od wartosci parametru skali

0,786

0,785 /
0,784

0,783 /

0,782 /

0,781 /

¥

0,78 T T 1

Rysunek 3. Zaleznos¢ ceny obligacji od poziomu triggering point

W kolejnym eksperymencie przebadano zalezno$¢ ceny obligacji od zmian
utraty warto$ci obligacji. Wyniki przedstawiono na Rys. 4. Jak widzimy, nastepuje
spadek ceny obligacji wraz ze wzrostem utraty warto$ci obligacji, o charakterze
zblizonym do liniowego w badanym zakresie parametrow.
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0 0,1 0,2 0,3 0.4 0.5 0.6

Rysunek 4. Zaleznosé ceny obligacji od utraty wartosci obligacji

5. Podsumowanie

Wystepowanie coraz czgstszych katastrof naturalnych, takich jak huragany,
trzgsienia ziemi czy powodzie, skutkuje wieloma negatywnymi konsekwencjami, w
tym zwigkszajacymi si¢ stratami finansowymi i materialnymi ubezpieczycieli, rza-
dow i samorzadow. Klasyczne mechanizmy ubezpieczeniowe, ze wzgledu na sposob
doboru ryzyk, nie sg dobrze przystosowane do szkod wynikajacych z wystgpowania
duzych katastrof naturalnych. Katastrofy naturalne powoduja szkody rzadko wyste-
pujace, o duzych wartosciach, zalezne geograficznie i czasowo. Przydatne moze by¢
zatem wykorzystanie réwnocze$nie innych instrumentéw finansowych i ubezpie-
czeniowych w postaci jednego, zintegrowanego portfela konstruowanego przez
ubezpieczyciela lub np. samorzad. Jednym z takich instrumentéw moga by¢ obliga-
cje katastroficzne W niniejszym artykule analizujemy pewien przyktad obligacji
katastroficznej. Zaprezentowana zostala metodologia wyceny opisywanego typu
obligacji katastroficznej przy uogélnionym modelu Vasicka stopy procentowej oraz
przeanalizowano jej wybrane wlasciwosci z wykorzystaniem symulacji metodami
Monte Carlo.

Przyktad obligacji katastroficznej, przedstawionej w pracy, moze by¢ wyko-
rzystany jako jeden z elementoéw hierarchicznego portfela instrumentéw finanso-
wych 1 ubezpieczeniowych o okreslonych progach wielkosci strat, powodujacych
wykorzystanie kolejnych typow instrumentéw z takiego portfela (patrz np. Nowak i
Romaniuk, 2009). Istnieje tez mozliwo$¢ zastosowania przedstawionej w pracy
metody wyceny do obligacji katastroficznych o bardziej ztozonej postaci funkcji

wyplaty.
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